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(4} o
Proporzionalita diretta
El Funzione di proporzionalita diretta
Introduciamo in questa lezione un concetto importante per affrontare molti pro-
blemi che incontriamo nel quotidiano, come ad esempio il costo di un bene al va-

riare della quantita acquistata, I'interesse maturato al variare del capitale investito,
I’allungamento di una molla al variare della massa appesa e cosi via.

Presta attenzione al fatto
che le variabili sono x e

¥, mentre k & la lettera
con cui identifichiamo

un numero che si

ritiene costante. In altre
parole, al variare dix e y
contemporaneamente, il
loro rapporto k assume
sempre lo stesso valore.

DEFINIZIONE Variabili direttamente proporzionali

Due variabili x e y si dicono direttamente proporzionali quando il loro rap-

porto si mantiene costante ed & diverso da zero. In simboli:

f:k, conkeR-{0}.

Il rapporto k viene detto costante di proporzionalita.
Un altro modo per esprimere lo stesso concetto ¢ dire che quando raddoppia x rad-
doppia anche y, quando triplica x triplica anche y, quando si dimezza x si dimezza
anche y e cosi via.

Una relazione di proporzionalita diretta tra due variabili identifica una funzione di
proporzionalita diretta, come indicato nella seguente definizione.

Osserva che questa
funzione, sritta cosi, &
definita anche per x = 0.

DEFINIZIONE Funzione di proporzionalita diretta

Un‘equazione del tipo y = kx, con k € R - {0}, definisce una funzione di pro-
diretta.

La relazione di proporzionalita diretta, scritta in questo modo, diventa l'equazione
di una funzione, che ha come dominio e come insieme immagine tutto I'insieme R.

io 10 - i ita diretta

La Tab. 5 riporta le misure relative all’allungamento a di una molla disposta vertical-
mente, corrispondente al valore di una massa M che viene appesa alla molla.
M(kg) | 00 | 05 10 15 20 25 ‘ 30 | 35 | 40
Sk alem) | 00 | 06 | 12 | 18 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48

Sussiste una relazione di proporzionalita diretta tra le due grandezze a e M?
Calcoliamo i rapporti tra diversi valori di a e i corrispondenti valori di M, che ripor-
tiamo in una terza riga, come in Tab. 6.

M (kg) 00 [05 10 15|20 25|30 35 40

a (cm) 00 | 0,6 1,2 18 24 | 30 36 | 42 | 48
SARELIAE aM(m/kg) | - | 12 | 12 | 12 | 12 | 12 | 12 | 12 | 12
a(em) Osserva che, a parte il caso in cui la molla & a riposo, in cui
2 0 1‘:1 non pud essere calcolato, negli altri casi il rapporto &
e i sempre uguale a 1,2 cm/kg. Si tratta quindi di una funzione
30 T di prop lita diretta, di i
20 + a=12
10 I do i punti di dinate (a; M) sul piano car-
+ Mi(kg) tesiano, otteniamo il grafico in Fig. 11.
ol 10 20 30 40 50
< FIGURA 11

P RIFLETTI SULLA TEORIA UNITA5 | Le funzioni

P Ri ere una relazi di propor lita diretta
FE] Stabilisci se le tabelle seguenti individ relazioni di prop lita diretta e, in caso affermativo, deter-
mina la costante di proporzionalita. [a. Si, ~2; b. No; c. Si, ~3/4; d. No]
a x[ 12 [-40]25 [-30[-17] 32 cplo[2[3]-4]57]-6
y| 2480 50 60 | 34 |-64 a| o [ 15 [-225] 3 [-375] 45
b.a|-07] 54 | 12 | 3/5 | 10/9 | -24 d. o 150 | 60 | 72 [ 90 | 18 | 54
b|-7/40] 516 | 03 | 015 029 | -0,6 Bl 60 | 24 288 36 | 75 | 224
FZ1 Completa le tabelle seguenti in modo che ino relazioni di proporzionalita diretta.
alx [ o[ 3[4 107 [125]-20]30

y | o [-a6]12[-48[-12 -84 -15] 24 |36

[ ] 2203 [-10]-5]8 [ 12]a
|25 5 [ 50 [ 75 | -25 [-125] 20 | 30 | 100

< |

FH CHEEARETEE]  Considera la formula per calcolare I'area di un triangolo, date la base b e I'altezza h:
A= % -b-h. Supponi di fissare una delle tre variabili: riconosci relazioni di proporzionalita diretta tra le altre due?

SOLUZIONE
Consideriamo dapprima A e b variabili, supponendo invece che l'altezza h del triangolo assuma un valore
fissato, ad esempio 10 cm; puoi notare che il rapporto tra A e b, in questo caso, & sempre uguale a 5 cm, quindi
costante. Fissato h, dunque, A e b sono direttamente proporzionali.

Un ragionamento analogo conduce alla conclusione che, se fissiamo il valore della base b e facciamo variare
h, anche A e h risultano direttamente proporzionali.

[Fisical
F13 La legge di Stevin esprime la pressione p esercitata da un liquido a profondita h, in base alla formula: p = pgh,
dove p rappresenta la densita del liquido, g I'accelerazione di gravita (che & una costante e vale circa 9,8 m/s?)
e h & appunto la profondita. In questa formula sono presenti relazioni di proporzionalita diretta?
[Si: la pressione ¢ direttamente proporzionale alla densita p del liquido e alla profondita h]
F¥l Quando in un circuito elettrico si inseriscono due resistenze elettriche collegate in serie, cioé una di seguito
all’altra, la resistenza equivalente & data dalla somma delle resistenze di partenza: R, = Ry + Ra.
Possiamo che R, & di ionale a Ry? E a Ry? Motiva la tua risposta.

P Risolvere problemi di proporzionalita diretta

m In un negozio di &in corso una p per cui su tutti i
capi viene praticato uno sconto del 20%. E vero che trail prezzo pieno e il prezzo scontato sussiste una relazio-
ne di proporzionalita diretta? In caso affermativo scrivi l'equazione della corrispondente funzione e calcola il
prezzo scontato di tre articoli che costano rispettivamente 48 euro, 75 euro e 129 euro.
SOLUZIONE
Se lo sconto applicato & del 20%, significa che il prezzo scontato & '80% del prezzo pieno, quindi per trovare
il prezzo scontato s occorre moltiplicare per 0,8 il prezzo pieno p. Si tratta di una relazione di proporzionalita
diretta, la cui equazione é: .8 - p.
1 tre prezzi richiesti sono: 48 euro - 0,8 = 38,40 euro; 75 euro - 0,8 = 60 euro; 129 euro - 0,8 = 103,20 euro.

D]29] Per cucinare gli spaghetti alla carbonara per 4 persone, a
parte olio, sale e pepe, che di solito non sono quantificati in modo pre-
ciso, sono necessari i seguenti ingredienti: 500 g di spaghetti, 200 g di
guanciale, 4 uova e 30 g di pecorino grattugiato. Ricava il quantitativo
di ogni ingrediente necessario per cucinare lo stesso piatto per 5 0 6
persone.
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Introduzione ai sistemi lineari

lineare scritta nella forma
fx) = g(x), 0 anche ax + b = cx + d. Come abbiamo visto nella Lezione 2, la sua
soluzione, se esiste, rappresenta l'ascissa del punto di intersezione tra le due rette di
equazione y = ax + b e y = cx + d. Una volta determinato il valore di quest'ascissa, &
possibile trovare il valore della corrispondente ordinata.

di nuovo in it i un’

9 - Punto di i di due rette

Riprendiamo il caso esaminato nella Lezione 2.

3x-6=x+1 ¢ intersezionetralerettey=3x—6ey=x+1 ¢ x=

Sostituendo il valore di x in el delle due equazioni, ad esempio nell'equazione
21 12 _ 9

7

y=3x~-6,troviamo: y =3-
Quindi il punto di mterscz:one trale due rette ha coordinate |- ,,) (Fig. 3).

Con queste considerazioni abbiamo determinato una coppia di numeri che, da un

A FIGURA 3 lato, rappresentano le coordinate di un punto e, dall’altro, rendono verificate con-
temporaneamente le due equazioni y =3x-6ey=x+1.
Con le due equazioni date possiamo costruire un sistema di equazioni lineari.
COLLEGAMENTI DEFINIZIONE Sistema di equazioni lineari

Un sistema & un
enunciato aperto in due
variabili, composto dalla
congiunzione logica di
altri due enunciati aperti In simboli, nel caso di due equazioni nelle incognite x e , si scrive:
in due variabili che sono le {

Un sistema di equazioni lineari & un insieme di equazioni lineari che devono
essere verificate contemporaneamente.

y=ax+b
y=cx+d

sue equazioni.
Quindi la scrittura a fianco
equivale a:

y=ax+bay=cx+d.

62 B66 1 4

Lesempio un metodo di risol generale: se i due valori di y
devono essere uguali, per er la proprieta transitiva dell'uguaglianza, deve anche essere:
ax+b=cx+d. Dopo aver determinato x da questa equazione, possiamo sostituire il
suo valore in una delle due equazioni del sistema e determinare y. Un sistema come
questo, con due incognite, ha quindi come soluzioni coppie ordinate (x; y).

Non sempre un sistema lineare ha una sola soluzione. Le rette che rappresentano le
sue equazioni potrebbero infatti essere parallele. Riassumiamo in una tabella i casi
che si possono presentare. G-|E >

Sistema indeterminato Sistema impossibile

Le due rette non sono parallele e Le due rette coincidono: hanno Le due rette sono parallele e

hanno un solo punto di i infiniti punti di i distinte: non hanno punti di

P(xp; yp). | intersezione.

Sistema determinato

y e y 3
y=ax+d fy=ax+b

y=ex+d,
Y=ax+b
7o ¥ T of X

1l sistema ha una sola soluzione, che 1l sistema ha infinite soluzioni, |l sistema non ha soluzioni.
& la coppia (xp; yp). rappresentate dalle coordinate (x;y) S=@
S={(xps yp)} dei punti della retta.

» RIFLETTI SULLA TEORIA

UNITA 7 | Le equazioni e i problemi lineari

P Interpretare graficamente sistemi di equazioni lineari
Rappresenta graficamente i seguenti sistemi di equazioni lineari.

y=10x-2 y=—2x+1 x—2y+1=0 —x+y-2=0
m{ =—x-2 B {)-ax+1 B {x4y=2 @ {y_2y=0

[IE3 Scrivi il sistema mmspondeme . ciascuna delle situazioni mppresem:le nei grafici seguenti.
x y 3
) (©
[\ x /‘|
C D.

A B.

b Riconoscere soluzioni di un sistema lineare
Per ognuno dei seguenti sistemi, stabilisci se la coppia indicata a fianco & soluzione o meno.

x+y+1=0 2x-3y=1 ( 1 3 [4x—y+5=0 X £
m{h riico (2D el m{,”,:z k) m mpnl @ om
P Risolvere sistemi lineari

=
S

FEEAGRTEE  Risolvi il seguente sistema: {ZX =

x+y-10=0
SOLUZIONE
3 ; P L fy=2x+1
Scriviamo y in funzione di x in entrambe le equazioni:
y=-x+10

Uguagliamo i secondi membri delle equazioni: 2x + 1=—x+10 ¢ 3x=9 & x=3
Sostituiamo in una delle equazioni del sistema (ad esempio nella seconda) il valore trovato:

{x}
y

-3+10=7
Risolvi i seguenti sistemi lineari.

La soluzione & quindi la coppia: (3; 7) $={(3:7)}

-2y=2
x=2y=-1 35 % : 3x-2y=~-1 EG
@ {sx s [(7 ; 7)} t o_yay ndeterminato oreyos  llmposibie]
P Risolvere problemi il cui modello algebrico & un sistema lineare
7] Marianna confeziona collane con perline di vetro simili a quella in figura.

Le perline grandi costano 0,80 euro ciascuna e quelle piccole 0,20 euro ciascuna. Marianna ha comprato in
totale 230 perline, spendendo 94 euro. Quante perline di ciascun tipo ha acquistato?

SOLUZIONE 0% e
Dati e relazioni Richieste » o
Costo perlina grande = 0,80 euro Numero perline piccole=? @ ©
Costo perlina piccola = 0,20 euro Numero perline grandi=? O @
Numero perline comprate = 230 )

Spesa totale = 94 euro Q (+]
Scelta delle incognite: numero perline piccole = p; numero perline grandi=g 000

Dominio:{(p; g)| p, g€ N, 0 < p <230,0 < g <230}
Grandezze: costo totale perline piccole = 0,20 - p; costo totale perline grandi = 0,80 - g;
costo totale = 0,20 - p + 0,80 - g; numero totale perline=p +g¢
0,20 p+0,80 g =94

+g=230
Risoluzione del sistema: risolvendo il sistema si trova p = 150 e g= 80
Accettabilita della soluzione: la soluzione & accettabile
Risposta: Marianna ha acquistato 150 perline piccole e 80 perline grandi.

Sistema:
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ECCG nt r | C It a b Valutare e determinare I'eccentricita di un‘iperbole
H H 27} 1 seguenti edifici presentano un profilo iperbolico. Ordinali per eccentricita crescente. [b,a,¢]
e iperbole equilatera % , : .

UNITA 10 [ Liperbole

EJ Leccentricita di un’iperbole

Esplora
con GeoGebra Anche per I'iperbole, come per lellisse, possiamo definire 'eccentricita:

Eccentricita idis
datn ™ o = Semidistanza focale

semiasse trasverso
A seconda che i fuochi stiano sull’asse x o sull’asse y, I'eccentricita di uniperbole &

o dita dac m S BT e (TR Torre di porto a Kobe Parliament House a Canberra Torre arcobaleno a Milano
a a b b (Giappone) (Australia)

In tal modo si ottiene un numero e > 1.

Anche per I'iperbole, come per lellisse, Ieccentricita fornisce informazioni su quan-

to la curva & «schiacciatas. In Fig. 3 sono mostrati alcuni casi, da cui @ evidente che,
¥ FIGURA 3 pmleocenmmi ¢ grande, pit I'iperbole & aperta, cioé meno & schiacciata.

X Determina l'eccentricita delle seguenti iperboli.
a. b.

= sz:u ¥

;i [ J7. 114 R L
5
Tl i [EE] ATTIVITA CON GEOGEBRA  Studia come varia un’iperbole al variare dell'eccentricita.
+ Definisci una costante a = 3, che nppresema il semiasse trasverso di un’iperbole.
" n + Crea lidere, che rapp i dell’xperbole variabile da 1a 10 con incremento 0,1: imposta
E3 Liperbole equilatera le sue proprieta di animazi mmodochelx izione sia Crescente (una volta).
Quando un’iperbole ha i semiassi congruenti, cioé se a= b, si dice che & un'iperbole « Definisci una variabile c=a * ¢, che rappresenta Ia semidistanza focale dell iperbole.
::h" = equilatera. « Definisci una variabile b = sqrt (¢"2 —a"2), che rappresenta il semiasse non trasversg dell’iperbole.
iperkole A seconda che essa abbia i fuochi sull'asse x osull’as;ey, la sua equazione prende la «+ Rappresenta i fuochi Fy = (—; 0), F = (c; 0) e disegna I'iperbole di equazione %—?= 1
equilaters forma.%—?=l=' x*-)*=a oppure %—?=—1=xz y=-a. + Disegna gli asintoti, di equazioni y =-"x e=~"x.
Ne risulta che un’iperbole equil ha le seguenti i « Porta eal, attiva la traccia sull’lperbole e avvia l animazione die.
« la semidistanza focale éc =@ + @ = a3 Come variano i fuodn nllaumntaredl €2 _Siallontanan di pio.
« gliasintoti sono le bisettrici dei quadranti, y = t—x S y=tx; SR i .
_c_a7 _ iconoscere e rapp pe qi
Teccentricita é la stessa per tutte le iperboli equxlaxere e JZ. T Associa a ciascuna iperbole equil la corrispond £ 148,26, 34, 40)
Nelle Figg. 4 e 5 sono illustrate queste istiche per le iperboli equil con i ¥

fuochi sull'asse x e sull'asse y.

-x

A|-av2;0| Rlavz;o)

x

A-yi=d)

Ax-)=12 B.x?-)i+4=0 Cxl-pi-1=0 D.x?—yi=-10

Rappresenta graficamente le iperboli che hanno le seguenti equazioni.
Bl 2#-y=2 my‘-xl=% mf-,&-% B4 -4y*=25
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Volume di un
solido di rotazione

* FIGURA 4

# FIGURA 6

Calcolo di volumi

EX Solidi di rotazione

Lintegrale definito puo essere utilizzato anche per il calcolo di volumi di alcuni tipi
disolidi.

Consideriamo un solido ottenuto dalla rotazione completa attorno all'asse x del
trapezoide delimitato dal grafico della funzione f(), continua su 4, b]. Per fissare le
idee supponiamo che fsia positiva (Fig. 4).

Yy y=f(x Y r=fix)

4=

Ogpi sezione del solido ottenuta con un piano perpendicolare all’asse x, passante per
un punto (x; 0) & un cerchio di raggio | f(x)| e area: A== f(x)f.
Dividiamo l'intervallo [a; b] in n parti uguali di misura Ax =

£ consideriamo
un punto oy che appartiene all’i-esimo intervallodi [a; 8] e la corrispondente sezione
diarea A,. Il prodotto di A, per Ax esprime il volume di un cilindro che ha base A e
altezza Ax (Fig. 5): AV;= A- Ax = x{ flexJF - Ax.

1l volume del solido pud essere approssimato dalla somma degli # volumi AV,. Con
un ragionamento analogo a quello che ci ha portato a definire I'integrale definito,

otteniamo che il volume del solido di rotazione é uguale a: V = I:x[f(x]zdx

Esempio 5 - Solidi di rotazione attorno all’asse x

la di equazione y = 2x — x* ha concavita rivolta verso il
basso e interseca gli assi cartesiani nell'origine e nel punto (2; 0). Consideriamo il
solido generato dalla rotazione completa attorno all’asse x della regione colorata in
giallo (Fig. 6) e calcoliamone il volume. Applicando la formula sull’intervallo [0; 2]

otteniamoc
V= Ix(2x XPdx= nf (4x2— 42+ x%)dx = x[—x x4+ A}] =%

Anal appena visto, il vol diun solido generato dalla rotazione
completa attomo allasse y di una regione del puno delimitata dal grafico di una

funzione di y el'asse y (Fig. 7) & ugualea: V= j( l[f()')]z dy

Esempio 6 - Solidi di rotazione attorno all’asse y
Consideriamo il solido generato dalla rotazione completa attorno allasse y della re-
gione di piano delimitata dal grafico diy=1- X e dagli assi cartesiani.

PP la funzione (Fig. 7) e csserviamo che:

=1
# FIGURA 7

« il suo grafico interseca gli assi nei punti A(0; 1) e B(1; 0);
« éinvertibile e la funzione inversa éx = (1 — y)*.

1 volume del solido ¢ pertanto ugusle s:V = x (1 -y dy = [—u(,v-l)"'
EB-E>

P RIFLETTI SULLA TEORIA

UNITA A9 | Il calcolo degli integrali

b Calcolare volumi di solidi di rotazione
Calcola i volumi dei solidi ottenuti dalla rotazione completa della regione di piano colorata in figura prima
attorno allasse x e poi attorno all‘asse y.

s} 2%y

L] ATTIVITA CON GEOGEBRA 1. Inserisci nella Barra di inserimento la funzione f(x) = JT—x per0<x<lelo
slider k di tipo angolo, variabile da 0° a 360°, con incremento 1. Porta lo slider al valore 0° e apri la visualiz-
zazione Grafici 3D.

2. Applica la rotazione assiale, con l'apposito comando, alla funzione frispetto allasse x di k°, in verso anti
orario. Attiva la traccia sulla rotazione. Seleziona lo slider k e, con il tasto destro, attiva l'animazione. Che

v alia ione ottenuta e verifica il risultato con il
comando Integrale(<Funzione>, <x iniziale>, <xﬁna1e>’ per la funzione nf*(x) tra0e 1.
ATTIVITA CON GEOGEBRA Ripeti I'Esercizio precedente applicando alla funzione f una rotazione rispetto
allasse y di k*, in verso orario.

Rappresenta le curve che hanno le seguenti equazioni e calcola i volumi dei solidi ottenuti dalla rotazione com-
pleta attorno all‘asse x delle regioni finite di piano delimitate da esse. ~
My=—+2x y=0 lll"_s“] O y=y3& x=0 x=1 y=0 [§c3+1;j
Rappresenta le curve che hanno le seguenti equazioni e calcola i volumi dei solidi ottenuti dalla rotazione com-
pleta attorno all‘asse y delle regioni finite di piano delimitate da esse.

Bso b7 yoiliyal ss0 bl Ex=arsiny y=0 y=1 x=0  [%(2-9)]

P Risolvere problemi e applicare modelli

0 CEEEEEERE]  Calola il volume del solido genenoo dalla rotazione
della regione delimitata dal grafico della funzione x=y* e dallarettax=1, .._[*
attorno alla retta x=2. 1=
SOLUZIONE 5
Applichiamo alla curva di equazione x = y* una traslazione di vettore 7
#(=2;0), in modo da trasformare lasse di rotazione nell'asse y: La curva
traslata ha equazione: x = y* — 2. 1l volume del solido si ottiene pertanto
come differenza dei volumi di due solidz: il primo & quello generato dalla
rotazione completa attorno all’asse y della regione delimitata dal grafico 2t
della curva x=)*— 2,Tassey elerettey= ley— 1; il secondo & il cilindro |- T
che ha raggio di base 1 e altezza 2. Quindi:

vesf (P- 2R dy-[ (1P dy=28x

-1

5] Devi progettare un vaso in terracotta, simile a quello in figura, che abbia
un volume interno dicirca 12 L e una massa che non superi i 4 kg. La superficie laterale
del vaso & generata dalla rotazione completa, attorno alla retta di equazione y = 2, della
regione piana delimitata dalle curve di equazioni:

y= ,y=lx2 x=1,2, con x e y misurati in decimetri.

La bne del vaso & un disco di terracotta, di spessore 0,05 dm, unito alla superficie laterale in corrispondenza

della sua sezione di raggio minimo.

Sapendo chela densita della terracotta & di 1,6 kg/dm?, verifica se il tuo progetto soddisfa la richiesta.
[Vig = 11,5 litri; massa =~

kg]
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Attivita di XD Divisioni inarrestabili
inizio Unité: Ragiona in generale

Usa il foglio di calcolo per trovare quozienti e resti in altre divisioni. Procedi come
segue:
» prima cambia solo il dividendo a;
* in seguito cambia solo il divisore b, osservando che non puo essere uguale a 0;
» infine cambia sia il dividendo sia il divisore.

[ ]
N u m e rl Se il quoziente non ¢ intero, osserva quali tipi di numeri decimali si ottengono nei
seguenti casi:
r a z i o n a I i a. il divisore non contiene fattori primi diversida2edaS ..
b.il divisore contiene almeno un fattore primo diversoda2eda5 . .

Puo accadere che il risultato sia un decimale infinito non periodico? Perché?

Come si pué quindi stabilire, osservando dividendo e divisore, se la divisione ha un
risultato decimale finito o decimale illimitato?
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Attivita di
inizio Unita:

Disequazioni di
secondo grado

ESPLORA »

Attivita

A HAGURA 2

Attivita con
GeoGebra
Positivo o
negativo?

) Positivo o negativo?

Studia il segno della funzione mediante il grafico

Ribaltiamo il problema: anziché partire dal valore della variabile indipendente x per
ricavare il segno di y, partiamo dall’analisi del segno di y per trovare informazioni
sui valori di x.

Disegna con GeoGebra il grafico di f(x): se un punto ha ordinata negativa, quale pud
essere il valore di x corrispondente? Formula una congettura sui valori di x che corri-
spondono a punti di ordinata negativa:

Prendi un punto P sul grafico della funzione (Fig. 2) e visualizzane le coordinate;
muovi P sulla parabola e osserva i punti del grafico che hanno ordinata negativa:
quanti sono?
Come sono disposti?
Proietta P sull’asse x nel punto H = (x(P),0), come in Fig. 2.
Puoi fare in modo che H cambi colore a seconda del segno di yp:

* rosso se yp> 0; « verde se yp < 0.
Apri le Proprieta di H — Avanzate/Colori dinamici:

» nella casella Rosso scrivi y(P) > 0;

« nella casella Verde scrivi y(P) < 0;

+» nella casella Blu scrivi il numero 0;

« chiudi la finestra di dialogo.
Muovi P sulla parabola e attiva la traccia di H e descrivi come si dispone H al variare
di P sul grafico di f(x).
Sulla base di queste osservazioni, per quali valori di x si ha f(x) <07 _
Per quali valori di x invece si ha f(x) > 0?
Senza eseguire calcoli né esplorare il grafico indica quale segno assume f(x) per
x=0,7; x=-1000; x = 20:
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Attivita di
inizio Unita :

L'ellisse

SR 1| metodo del giardiniere

Costruisci I'ellisse con GeoGebra
Simuliamo con GeoGebra l'esperienza appena fatta.

1. Disegna due punti F; e F, e un segmento AB di lunghezza maggiore di FiF,.

2. Prendi un punto Psu AB, disegna il sesgmento AP e indica con a la sua misura; poi
disegna il segmento PB e indica con b la sua misura.

3. Disegna la circonferenza di centro F; e raggio a e la circonferenza di centro F; e
raggio b. Se le circonferenze non si intersecano, muovi P in modo che cid avven-
ga, indica con C e D i loro punti di intersezione e attiva la traccia su di essi (puoi
anche attivare I'animazione di P per mettere in movimento C e D).

Che tipo di curve descrivono Ce D?
4.Con lo strumento Luogo, disegna i luoghi geometrici descritti da C e D al variare
di P. Lascia fissi i fuochi e fai variare la lunghezza del segmento AB. Che cosa
cambia? _ .
Ora lascia fisso AB e muovi i fuochi in modo da aumentare o diminuire la loro di-
stanza. Che cosa osservi?

La quantita che misura quanto un‘ellisse & «schiacciata» si chiama eccentricita.

Confronta le costruzioni
Quali analogie esistono tra la costruzione fatta con GeoGebra e quella precedente
con la matita e lo spago?
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Attivita di
inizio Unita:

Gli integrali
definiti

» Crafici X w Fogho di caleala X ¥ Grafici 2
el clim = O« [
2 m A » B
12 1 | b (3 16
2 0 0.9990008467
3 | 0125 0624995885 14|
' 4 | 01851851852 D.5185134245
s 0.21875  0.4687495087 22l
» 5 0.24  0.4399999169
7 0.2546296296  0.4212962129 o
8 0.2653061224 0.4081631868
. B 0.2734375  0.3984374206
10 0.2798353900  0.390946426 s}
1 0.285 0384999923
o4 12 | 027R025619R3 0. 1801652148 06t
13 | 02928240761  D.376157352
18 | 02938579882  0.372780989 oal 2
02 15 0.2984651878 03698978549
16 | 0.3007407407 0,3674073324 s masee TRy
0 17 | 0.302734375  0.3652343016 ok
° 18 0.3044082699 0.3633217252
19 | 03060659588 0.3616254417 T3 = = 3 "
9 20 | 03074792244 0.3501107299

Rappresenta algebricamente le approssimazioni dell’area

Ricava il termine generale delle successioni b, e ¢, e analizza attraverso di esso le
loro proprieta.
« Se si suddivide l'intervallo [0; 1] in n parti uguali si individuano i punti di ascisse:

n L L ] kel ] n P i
* Le altezze dei rettangoli inscritti corrispondenti sono rispettivamente:
0, 1 . . . (n_ 1)2
' ;z PRerere— ' posssenisenstionse waey n
* Le altezze dei rettangoli circoscritti corrispondenti sono rispettivamente:
1
: . ks
n?

Sulla base di queste osservazioni ricava la somma b,, delle aree dei rettangoli inscritti:

N T S ! 1 (n=1"_ 1
b,.—n-0+n-.m....+n-..4..w..+n- ....... bt —;;[0+~....+

# FIGURA 2b

€ FIGURA 3

La prima altezza
corrisponde al
rettangolo costruito

sullintervallo [0; -1-]
e cosi via.
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° e, N F3 Con la carta Probabilmente ti ¢ capitato di disegnare due rette parallele avendo a disposizione una
Le att I v I ta squadra, il righello e la matita. Rivediamo il procedimento. Su un foglio di carta, con il righello, disegna un
segmento b.
. Non sollevare il righello dal foglio. Facendo scorrere la squadra appoggiata al righello puoi disegnare una
fr a g I I coppia di semirette incidenti a b e parallele fra di loro; poi con il righello puoi prolungare le semirette dall’altra
parte di b, in modo da ottenere due rette.

esercizi

Spiega perché le due rette disegnate sono parallele.

169 Con carta, forbici e goniometro
Ritaglia un triangolo da un foglio di carta.
Piegalo in modo che due vertici si tocchino, restando sullo stesso lato a cui essi
appartengono: ottieni in questo modo un pentagono, scomposto in due triangoli
e un quadrilatero.

Verifica con il goniometro che questo quadrilatero ha due angoli opposti con-
gruenti: di quale coppia si tratta?

Sapresti spiegare, con una dimostrazione rigorosa, il motivo di ci6 che hai osser-
vato?
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Le attivita
fra gli
esercizi

[SE07i7Y Con GeoGebra Costruisci un quadrato
ABCD di lato 4 e crea uno slider k che possa
variare da 0 a 4 con passo 0,1.
Sui lati AB e BC del quadrato considera i punti
E e F a distanza k rispettivamente da A e da B e costru-
isci il triangolo DEF con lo strumento Poligono [>e:

GeoGebra visualizza I'area del triangolo nella finestra
Algebra.

A Kk E

oA ®

Porta k a 0, visualizza il foglio di calcolo e registra su
di esso i valori di k e dell’area di DEF, su due colonne
diverse. Attiva I'animazione di k: sul foglio di calcolo
vengono create due colonne di dati.

a. Visualizza la vista Grafici
2 ecreauna listadipuntia
partire dai dati che hai sul
foglio di calcolo.

Su quale tipo di curva ti
sembrano allineati i punti
che hai trovato?

b. Costruisci algebricamente
la funzione che rappresenta
l'area del triangolo DEF al
variare di k, rappresentala
in Grafici 2 e verifica che
passa per i punti trovati.
Per quale valore di k l'area
del triangolo DEF ¢ minima?

La.(z(k) =

~ Foglio di calcolo ~

{ = -

s
3 #AM B (

G C

1 k
2 0
3 0.1
& 0.2
5 0.3
6 04
7 0.5
8 06
9 0.7
10 0.8
11 | 0.9
12 1
13 | 1.1
14 1.2
15 1.3
k2 —2k+8;

tl

8
7.8
7.62
7.44
7.28
7.13
6.98
6.85
6.72
6.61
6.5
6.41
6.32
6.25

b.k=2}
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ATTIVITA CON GEOGEBRA La struttura di so- P “‘y

° o N\
Le a tt I v I t a *" stegno dei ponti sospesi descrive una parabola. i i —q
S sospes 5 : "
BEBR e sul web I'immagine di un ponte sospe- ‘

[ ]
fra gl I so: potrai trovare esempi noti, come il famo- i

so Golden Gate Bridge di San Francisco o il
. lunghissimo ponte dello stretto di Akashi, in ‘
e S e rc I z I Giappone. Nellimmagine a fianco ériportato 8 \ X
il ponte detto del 25 aprile, sul fiume Tago,a 4 =+ A , ‘ :
Lisbona. Inaugurato nel 1966 il ponte ha i due
pilastri principali alti circa 190 m; la distanza
fra di essi ¢ di circa 1200 m. Il piano del ponte
si trova a circa 70 m dal livello dell'acqua.
1. Apri il file GeoGebra e assicurati che la fi-  p
gura sia posizionata in modo che il pilastro -5 i
di sinistra coincida con I'asse y e il piano del
ponte giaccia sull’asse x.
2. Traccia sopra alla figura i punti A e B base dei due pilastri principali; definisci il punto medio V del segmento AB.
3. Traccia la retta x = x(V) e prendi su di essa, nel semipiano delle y positive, un punto F. Costruisci il punto C
simmetrico di F rispetto a V e traccia la retta y = y(C).
4. Con il comando Parabola |+ | traccia la parabola di fuoco F e direttrice y = y(C). Muovi il punto F fino a che
la curva disegnata si sovrappone al cavo parabolico che regge il ponte.
Ricava attraverso il calcolo, I'apertura del cavo parabolico che regge il ponte e confrontalo con il risultato che
GeoGebra restituisce automaticamente.
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E S p I O ra Co n EZ] ESPLORA CON GEOGEBRA Con I'utilizzo del teorema di Pitagora & pos-
E sibile rappresentare dei segmenti la cui misura ¢ la radice quadrata di

un qualsivoglia numero intero. E sufficiente partire da un segmento AB

G e O G e b ra di lunghezza 1 e costruire un segmento BC, perpendicolare ad AB e anch’esso
di lunghezza 1. L'ipotenusa AC del triangolo rettangolo cosi costruito ha lun-

ghezza J2; si costruisce il segmento CD, perpendicolare ad AC e sempre di

ottenere un nuovo triangolo rettangolo ACD la cui
icalo per esercizio). Proseguendo in questo modo si
gmenti di misura Vn . La spezzata che si ottiene &
irale di Teodoro di Cirene. Costruisci con riga e
ebra la spirale fino all’ottavo triangolo verificando
timo misuri 3.

©7 ggb_spirale_teodoro.ggb

File Modifica Visualizza Opzioni Strumenti Finestra Guida

1 a s | = Al =y Muovi
[k‘ ‘ OA.J /'/{‘, Bl b'v @O @.;, ‘d;“,‘ xv 2’3 ‘—:H.,-, Trascina o seleziona un oggett

| fACy

Radici quadrate sulla retta reale BB D

v

\
\ \ y A
\ \ 1
] 1
1 | [ F -
FEESTV o

v 1 V2 V3 vV5/6



My INSEGNARE MATEMATICA
DEA

SCUOLA

Esegui le seguenti costruzioni con GeoGebra

C O n [ Disegna una circonferenza di centro O e un punto P
su di essa. Con il comando Tangenti disegna la
tangente alla circonferenza nel punto P e verific{ Fif] Con GeoGebra Disegna una circonferenza e da un

G e O G e b ra tale retta é perpendicolare a PO, disegnando I’an punto P a essa esterno traccia i due segmenti di tan-
tra le due rette. gente PA e PB. Considera un punto C sul maggiore

degli archi delimitati da A e da B. Misura le ampiez-

[ Disegna una circonferenza di centro O e un punto ze degli angoli PAC e PBC; come varia la somma

la retta passante per P e perpendicolare a OP e vel AB? Formula una congettura e dimostrala.

che tale retta ¢ tangente alla circonferenza, detg

nanda la inbtavcnrmiani twa Aanoa A la ~insnaf, rren

C

Scrivi un sistema misto che rappresenti i segmenti e le semirette rappresentati nelle figure.
574 ” 576
PR Ay P A 22 Ay

q;] Con Geogebra Verifica le tue rappresentazioni degli Esercizi 574-579 usando opportunamente la funzione Se di
GeoGebra e i connettivi logici.
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CO n 2. disegna il piano per M perpendicolare a AB e | 2_ il piano per M perpendicolare a BA ha equazioni

segna il punto di intersezione del piano con la 1 (x - é) +2(y—-1)+3 (z o 3) =0 ==xt
retta r. Traccia il segmento CB, raggio della & 2

2y+3z—7=0.
ra sfera. . .
e O e Il centro C della sfera sta nel punti di intersezione

fra il piano assiale di AB e la rettar:
x:=1Y—t
F y=0 5 3
s @C(E,O,—)
x+2y+3z—-7=0

Il raggio della sfera & CB = (5)2 + (5)2 = X

3. Trova l'equazione della superficie sferica :
5\2 , . 3\2_17

(x-3) +y*+(z-) Lo
2 2 2

&S x?2+y*+2z2—-5x—3z=0.

3. Disegna la sfera di centro C e raggio CB.

Confronta I'equazione che hai ottenuto con
I'equazione della superficie sferica che GeoGebra
indica in Vista Algebra.
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Esercizi per : 1. ESERCIZI DI LEZIONE
competenze 2. ACCRESCI LE TUE COMPETENZE

diversee 3 \iETTITI ALLA PROVA
. 4. PROVA FINALE

crescenti




My INSEGNARE MATEMATICA

SSSSSS

CAPIRE | CONCETTI
APPLICARE | PROCEDIMENTI
RISOLVERE PROBLEMI

SCRIVERE E DISCUTERE DI
MATEMATICA

Esercizi di lezione
suddivisi in
qguattro categorie

0 b=
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Esercizi per i
riflettere sulle (IIEED Simmetria
proprieta P CAPIRE | CONCETTI
fondamentali, anche [ veroo falso?

tt - a. In una simmetria centrale, il centro C coincide con il punto medio del segmento che unisce P e il
attraverso trasformato di P. 0IG)
rapprese ntazioni b. I punti di una retta passante per il centro di una simmetria centrale vengono trasformati in se stessi. (V) (F)
graﬁ che e test a ¢. Una retta che non passa per il centro C di una simmetria centrale viene trasformata in una retta che

. non passa per il centro C.
scelta multipla.

i x'=—x+8
d. La trasformazione di equazioni {y, g ¢ una simmetria centrale di centro (4; 0).

Esercizi per %,‘ Associa a ciascuna delle seguenti equazioni il grafico corrispondente.

’ .

I'autovalutazione 1L.y=x*+x+k 2 y—%f—l 3. y=kx*—kx 4. y=x>—kx+k
nella prima fase o , _ -

dell'apprendimento

Esercizi introduttivi,

ma anche per il
ripasso e il recupero
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® Acquisire tecniche » APPLICARE PROCEDIMENTI

di calcolo e . & %
Circonferenza e funzioni
P rocedure Rappresenta i grafici delle seguenti funzioni.
e Esplorare grafici, 393 ESERCIZIO SVOLTO) y=3+4x—x2
anche con SOLUZIONE 6*‘y
G b | Il dominio della funzione & D = [0; 4]. &l
eogebra o fa Isolando il radicale otteniamo y —3 =y 4x — x* ; la condizione di concordanza di segno &: 4 /\
calcolatrice grafica ¥y —320. Lequazione di partenza equivale quindi al sistema misto: eekg 3.
y=3 y=3 21,
e Confrontare (y—3P = 4x— 2 ¥+ y—4x—6y+9=0 i "
metodi diversi Lequazione nel secondo sistema rappresenta la circonferenza di centro C(2; 3) e raggio 2. =IEEEE

Rappresentiamo nel piano cartesiano la circonferenza e la retta y = 3. Il grafico della funzione data é I'insieme dei
punti che stanno sulla circonferenza e nel semipiano chiuso al di sopra della retta y = 3.
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e Analizzare

. » RISOLVERE PROBLEMI
situazioni nuove e

Lezione 7 l Funzioni e figure piane riconducibili alla parabola

* Individuare
Area di regioni piane limitate da archi di parabola

strategie
BH Determina l'area della parte di piano indicata in fi- B Considera la parabola di equazione: y =ax” + 2x + 1,
d t n e °s

adeguate gura, sapendo che ¢ limitata dalla parabola di equa- cona#0.
zione y=x*—4, dalla retta y=x—2 e dalla retta y=0. Determina per quali valori di a la parabola individua
o | ntegrare con la retta di equazione y =x+ | un segmento para-
bolico di area 6. [a e
conoscenze ; ~ 6l

matematiche e
strumentali

g? Considera le funzioni
W fx)=f]2x] eg(x)=2+\}4—x2 :

a. Traccia i loro grafici.

r 37 b. Risolvi graficamente la disequazione
I.x:f-sjl [2x] 22+y4-x.
) €. Determina l'area della regione finita di piano li-
@ Dati i punti: A(0; 3), B(l; 2), C(3; 4), determina le mitata dai grafici delle due funzioni. .
equazioni: Iy g ~+9:6955 8]

a. della parabola di vertice B che passa per A; -

3]
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Dimostrare
per sviluppare
il pensiero
matematico

Argomentare
per costruire il
pensiero critico

P SCRIVERE E DISCUTERE DI MATEMATICA

q;a Dimostra che due ellissi sono congruenti se e solo se hanno semiassi di pari lunghezza.

El ATTIVITA CON LA CALCOLATRICE GRAFICA Disegna una circonferenza c¢ di centro C e un punto F interno alla circon-
ferenza. Traccia un punto M sulla circonferenza e disegna il segmento FM. Costruisci I'asse del segmento FM e la
B8RO ... ). chiama Pil punto d’intersezione tra 'asse s e la retta CM.
Trova il luogo dei punti P al variare di M.

a. Verifica che P descrive un’ellisse di fuochi Ce E.

b. Se il centro della circonferenza & C(—4; 0), F ha coordinate (4; 0) e il raggio della circonferenza ¢ 10, determina
I'equazione dell’ellisse.

E.EOE L/ NETLGE Valerio afferma che il limite lim (VY x? +2 — x) & una forma indeterminata e lo risolve cosi:

X——00

lim (Wx*+2 —x)= lim Wx2+2 —x)(x*+2 +x) _

= lim ——=——
x——00 X——00 \/x2 +2+x x—-co X2 +2 4+ x

Quale errore ha commesso Valerio?

523 Fornisci I'esempio di una funzione periodica f tale che | f | abbia lo stesso periodo di f, e 'esempio di
© una funzione periodica ftale che | f| abbia periodo inferiore a quello di f. Motiva le tue scelte.
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Accresci le tue competenze

1. Utilizzare tecniche di calcolo e rappresentare
graficamente

2. Interpretare grafici e dati

3. Risolvere problemi e costruire modelli

4. Ragionare, giustificare, argomentare
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Accresci le tue competenze

. R .
: ConSOI Ida re I Utl I 1220 dl P UTILIZZARE LE TECNICHE DEL CALCOLO E RAPPRESENTARE GRAFICAMENTE
tecniche del calcolo Calcola | seguenti imiti

© x—0 X |_4_| () x—:-n.:‘lo‘l"x\.;x o

x3

* Potenziare la capacita di
- B s 2 @l o
rappresentazione e : s
. . . . . % lim Si"{—?l o o hm(e' —l)l?‘(1+x) 2l
interpretazione dei grafici 2 2x-x

0 x—=0 X

» INTERPRETARE GRAFICI E DATI

L7 A partire dalle informazioni che si possono dedurre dai grafici, determina, se possibile, il valore dei seguenti limiti
L= e isle: . . . . . oL s . e e . .
(alcuni limiti si presentano sotto forma indeterminata, quindi non ¢ possibile calcolarli senza ulteriori informazioni).
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e Science

» RISOLVERE PROBLEMI E COSTRUIRE MODELLI
* Technology

[Emm Uno dei piti semplici modelli (il cosiddetto modello SIS)
per descrivere la propagazione di una malattia né mortale né im-
munizzante (come il raffreddore) in una popolazione di N indivi-

* Engineering

* Mathematics dui é costituto dalla funzione:
s (rN-y)I
K= rly +[(rN = y) = rlp ] ™! !
* Fisica Educazione dove I(f) rappresenta il numero di individui infetti al tempo ¢, I, & =
. L. il numero di individui infetti nell’istante iniziale di osservazione
finanziaria t=0, r & una costante che rappresenta il tasso di infezione (dipen- y
] dente dal meccanismo di contagio e dal modo in cui gli individui “
* Problemi sono a contatto) e y & una costante che esprime il tasso di guari- 4:' 3 e
gione (dipendente dall’evoluzione della malattia in un individuo). - ‘
dalla realta Discuti, al variare dei parametri, I'evoluzione nel lungo periodo di una malattia secondo questo modello.

[La malattia tende a estinguersi o a diventare endemica, a seconda che ...|

 Educazione civica
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Riflettere e
approfondire

Stimolare e
sviluppare la
creativita

P RAGIONARE, GIUSTIFICARE, ARGOMENTARE

%E Fornisci I'esempio di una funzione (devi scrivere I'espressione analitica e disegnare la parte di grafico interessata):
a. che non soddisfa I'ipotesi di continuita del teorema di Weierstrass ma ammette comunque un massimo e un
minimo assoluti in un intervallo chiuso e limitato;
b. che non soddisfa I'ipotesi di continuita del teorema di Weierstrass e per questo non ammette massimo o minimo
assoluti in un intervallo chiuso e limitato;
¢. che non soddisfa I'ipotesi di continuita del teorema di esistenza degli zeri ma ammette comunque uno zero
allinterno di un intervallo chiuso e limitato;

d. che non soddisfa I'ipotesi di continuita del teorema di esistenza degli zeri e per questo non ammette zeri all’in-
terno di un intervallo chiuso e limitato.

FXILOTEIEN] 1 criteri del confronto presentati nella Lezione 6 valgono solo se le funzioni prese in considerazione
sono positive nell'intervallo di integrazione. Esistono altri criteri validi anche per funzioni con segno variabile. Ad
esempio, vale il seguente criterio, detto criterio della convergenza assoluta per integrali impropri: sia f(x) definita

in [a; +o0[; se I'integrale improprio Em| f(x)|dx & convergente, allora lo & anche I;OO f(x)dx.

+00

COSX .

——5—dx ¢ convergente.
x

Utilizza questo criterio per dimostrare che J.]
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Mettiti alla prova

» PROBLEMI E MODELLI - MATEMATICA

q%] In figura sono rappresentati i grafici di una funzione f(x) e di una sua
© primitiva F(x).

a. Stabilisci quale grafico corrisponde a f{x) e quale a F(x).
b. Sapendo che f(x) = ax? + bx + ¢, in base alle informazioni che puoi rica-

vare dalla figura, determina le espressioni analitiche delle due funzioni.

€. Dopo aver determinato tutti i punti di intersezione fra le due curve,
determina l'area della parte di piano colorata in figura.

d. Determina il volume del solido che si ottiene facendo ruotare intorno
all'asse x la parte di piano colorata in figura.

'Lb._;‘m = 3x? - 4x, F(x) = x’ - 2x% c. A(0;0), B(1;-1), C(4:32), A= -’?; dV= 2: :

12 7. )
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SCUOLA

Prova finale | matematica

» PROBLEMA

KN In una regione protetta vivono 200 fenicotteri. La popolazione di fenicotteri evolve nel tempo nei successivi dodici
anni secondo una velocita di variazione che ¢ ben modellizzata dalla funzione v,(f) =40 - 5t, con 0 <t £ 12, dove t
¢ il tempo (in anni) misurato a partire dall’istante £ = 0 in cui la popolazione ¢ costituta da 200 esemplari ¢ v(f) ¢ la
velocita di variazione della popolazione misurata in «numero di esemplari/annos.

» PROBLEMA

Kl La figura mostra una spira metallica quadrata, di
lato 10 cm, che si muove nel piano xy, con velocita
costante di modulo v= 10 mm/s, nella direzione po-
sitiva dell’asse y.

All'istante t =0 s, la spira entra in una regione inte-
ressata da un campo magnetico parallelo all'asse z,

a. Determina l'espressione analitica della funzione Ny(#), che rappresenta il numero di

di modulo:
tempo t, con 0 < t < 12, specificando dopo quanto tempo (da t = 0) la popolazione B(t) = B, sin(wt) e, misurato in mT, con = 2x rad/s
massimo numero di esemplari. ek=10s"
T —— | B(t)
|

Prova finale | matematica e fisica

a. Calcola I'espressione della funzione S(t) che espri-
me la superficie della spira attraversata dalle linee
del campo magnetico all’istante ¢, per t 2 0 (espri-
mila in unita del Sistema Internazionale).

b. Calcola I'espressione del flusso del campo magne-
tico @(t) attraverso la superficie S in funzione del
tempo e studiane la continuita e la derivabilita per
£20 (esprimila in yWb) e mostra che ®(f) per t > 0
ammette un numero infinito di massimi e mini-
mi relativi.

¢. Detti ¢, e t, rispettivamente il primo e il secondo
punto di massimo relativo, diversi da 0, calcolane
un’approssimazione a meno di 10, usando il me-
todo di bisezione, e dimostra che ®(t,) ¢ il massi-
mo assoluto del flusso.

d. Traccia il grafico di ®(B) (tralascia lo studio del-
la derivata seconda) e da esso ricava quello della
f.e.m. indotta nella spira.
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Ruolo centrale del concetto di funzione

* Approccio «a spirale» dal primo al quinto anno
* |[nterpretazione e risoluzione grafica

* Nel biennio si antepone il concetto di funzione al calcolo letterale
e alla risoluzione di equazioni e disequazioni
* Funzioni lineari — Equazioni e disequazioni lineari
* Funzioni razionali — Equazioni e disequazioni frazionarie
* Funzioni quadratiche — Equazioni e disequazioni non lineari

* Funzioniirrazionali e con valori assoluti — Equazioni e disequazioni
irrazionali e con valori assoluti

* Siriprende il concetto in esercizi e attivita in vari ambiti




P RIFLETTI SULLA TEORIA

I nterp retaZiO n e d i g rafiCi » Determinare dominio e insieme immagine dal diagramma cartesiano

Osserva ognuno dei grafici, stabilisci se rappresenta una funzione ¢, in caso affermativo, determina il dominio

UNITA 5 | Le funzioni

3]

= EN Ricavare il dominio di una funzione ¢ l'insieme immagine.
con GeoGebra dal diagramma cartesiano a b. <
A Ricavare il e L . I N\ x 7 x
< dominio e Dal diag; diunaf ¢ possibile ricavare il d proi: do il grafico N —~
o Fimmagine di sull’asse x. . N
E xﬂ ize5y 1 gina di proi tutti i punti del grafico sull’asse x e di considerare quale ol 1 x =01 X
g 2 i parte dell’asse x hai ricoperto: questo ¢ il dominio della funzione. T - =
E io 8 - Dominio di una funazi dal diagramma t 1 1
Osserva il grafico in Fig. 9. B T O O 7 O r — d. 2 e. e £ o
Proiettando tutti i suoi punti 7 T ! I |
sull’asse x, si trova il dominio 6 Y 5 _‘__.
2 4 B
della funzione, che in questo | . X # o) T ] =
caso & 1 (]
| 4 —
Un tondino pieno sul dom(f)={xe R|-3sx<¢} A
grafico indica che quel N
punto appartiene al |- = | [a. dam(f) = {-1; 0; 1; 2}, imm(f) = {~3; -1; 1; 3); b. non & una funzione; c. dom{f) = (x& R -4 S x< 4}, imm(f) = (xe R, 0S xS 4};
grafico. i d. dom(f) =R, imm(f) = {x@ R. x2-3); e. non & una funzione; f. dom(f) = R. imm(f) = {-1; 1)}
Un tondino vuoto | T = b Interpretare un grafico
indica che il punto non e A
fPP"'-‘e"E al g’f'i“’- T 3 G N 1 1 3¢ 1 1l grafico in figura rappresenta la posizione di
Luca, in funzione del tempo, durante un’escursione in bicicletta. sl d(km)
<2 Ao Rispondi alle domande.

a. Quante ore ¢ durata 'escursione?
E A -3 " - b. Quanti kilometri ha percorso Luca in totale?
Insieme immagine di una funzione c. Per quanto tempo Luca ¢ rimasto fermo?
dal diagramma cartesiano SOLUZIONE
a. Il tempo ¢é rappresentato sull'asse delle ascisse, quindi I'intervallo in cui si
¢ svolta l'escursione corrisponde al dominio della funzione: 0 €t < 5. La

In maniera analoga, dal grafico di una funzione ¢ possibile ricavare I'insieme imma-

gine, proiettando il grafico sull’asse y. durata é 5 ore.
Immagina questa volta di proiettare tutti i punti del grafico sull'asse y e di conside- b. La posizione & rappresentata sull'asse delle ordinate, quindi la di per- | th)
rare quale parte dell'asse y stesso hai ricoperto: questo ¢ I'insieme immagine della corsa corrisponde all’insieme immagine della funzione: 0 < d < 40. Luca ha O 123456
funzione. percorso 40 km. g | S S ! 8 |

c. Dal grafico puoi notare che per 1 < ¢ < 2 ¢ per 3 ¢ < 4 la posizione resta invariata: prima al chilometro 20
E i09-1 ine di una funzi dal diag ¢ dopo al chilometro 35. Luca é quindi rimasto fermo due ore in totale.

Considera lo stesso grafico

dell'esempio precedente N S B A A La figura rappre- Temperatura - Como
(Fig. 10). senta l'andamento della tempera- T(°C) Gennaio 2017
Z 3 14

giorno del mese di gennaio 2017
nella citta di Como.

a. Tra quali valori, minimo ¢ mas-
—t - - simo, circa, ¢ variata la tempe-
ratura durante I'intero mese?

y T
6 | tura registrata alle ore 12 di ogni T T T T
/.

— 2
| b. Come cambia questo insieme
T di valori se restringi il dominio
soltanto ai primi quindici giorni
%3 2 a0 1 ¢ F Y T i 8
1 e O O | GRS R R | del mese?
c. E se lo restringi ai successivi
e T quindici giorni del mese?
Proiettando tutti i punti sull’asse y, si trova I'insieme immagine della funzione, che [a. minimo -1 °C, massimo tra 11 *Ce 12°C; n L Ly
= i 0 . 1234567 390NRBKISETEBNND2ANSETIESD
in questo caso & mtm(f)=(yER|35y5/) b. minimo circa 4 “C, massimo non cambia; 9
x ©. minimo non cambia, massimo circa 9 *C| Pomo

[ esercizi pac. 201 ST
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Funzioni lineari

| Definizione e grafico delle funzioni lineari

Le rette non passanti per l'origine rappresentano il grafico di funzioni piai generali
di quelle di proporzionalita diretta: le funzioni lineari.

DEFINIZIONE Funzione lineare
Un'equazione del tipo: y = mx + g, con m, g € R, definisce una funzione
lineare.
Esempio 12 - Confronto tra il grafico di una funzione di proporzionalita
diretta e il grafico di una funzione lineare

Considera le funzioni di

i:y=2xey=2x+ 3; nella Tab. 7 sono riportati i

q

valori di y corrispondenti ad alcuni valori di x.

ora
@ z x -3 2 | - 0 1 2 3
Funzione lineare y=2 -6 -4 -2 0 2 4 6
eT— y=2x+3 -3 -1 1 3 5 7 9

Osserva che un punto
Plxs: yp) appartiene

& una retta se e solo

se e sue coordinate
soddisfano I'equazione
della retta. Questo
significa che sostituendo
nell'equazione y = mx + q
Fascissa x, del punto al
posto di x e Fordinata

¥, del punto al posto di

. l'uguaglianza che si
ottiene deve essere vera.
In caso contrario il punto P

non appartiene alla retta.

Come puoi osservare, a parita di valori di x, i valori della seconda funzione sono
tutti aumentati di 3 unita rispetto a quelli della prima funzione. Cio significa che, a
parita di ascissa, le ordinate dei punti del grafico della seconda funzione sono tutte
aumentate di 3 unita rispetto a quelle del grafico della prima funzione.
Rappresentiamo in Fig. 13 i due grafici.

I | € FIGURA 13
Come vedi, anche il grafico della funzione y = 2x + 3 ¢ una retta, non passante per
l'origine, che risulta parallela alla retta di jone y = 2x.

q

I due numeri m ¢ q che compaiono nell'equazione di una funzione lineare sono, ri-
spettivamente, la pendenza, o coefficiente angolare, ¢ il termine noto: il primo ha
lo stesso significato gia visto, il secondo rappresenta l'ordinata del punto della retta
che ha ascissa 0 (cioé l'ordinata del punto in cui la retta interseca I'asse y).

Lesempio precedente suggerisce il Teo

yrema 1 di cui € riportato solo 'enunciato.
TEOREMA 1 Rette parallele nel piano cartesiano

Due rette rappresentate nel piano cartesiano sono parallele se e solo se han-
no la stessa pendenza.

ESPLORA »

Per le lezioni:

1 Introduzione alle
equazioni

2 Equazioni di primo
grado numeriche intere
3 Problemi il cui modello
algebrico & un‘equazione
lineare

o
¥ TABELLA 1

Volume | Massa caraffa
_(em?) | conacqua (g)

0 209
100 315
200 | 416
300 | s
400 625

Equazioni in laboratorio

Ti proponiamo un esperimento di fisica che puoi realizzare con una caraffa gra-
duata, di capacita almeno uguale a 1 litro, dell'acqua e una bilanda. Per svolgere
quest'attivita riportiamo i dati gia ottenuti da altri, in modo che tu li possa usare
per rispondere alle domande.

Analizza i dati e costruisci il grafico

Misura la massa della caraffa vuota e aggiungi di volta in volta 100 am® di acqua, an-

notando ogni volta la massa corrispondente, in grammi. Si ottengono i dati riportati

inTab. 1.

Riconosd una relazione di tipo lineare tra massa e volume? Quale grandezza gioca

il ruolo della pendenza della retta associata? La densita dall'acqua.

Indica con m e V la massa e il volume, con m, la massa della caraffa vuota e con d la

densita dell'acqua. Quanto vale m? 2099

Inserisci i dati in un foglio di calcolo e rappresenta su un piano cartesiano i punti

corrispondenti (con GeoGebra devi usare lo strumento Lista di punti iees ). Puoi cosi
i la rappt i grafica della tra massa e volume (Fig. 1).

Ora disegna la retta che meglio approssima la relazione trovata.

Puoi procedere per tentativi come segue: siccome la densita teorica dell'acqua &

1,00 g/cm3, comincia con una retta di pendenza uguale a 1,00 e poi aumenta o

diminuisci i decimali finché non trovi quella pia adatta. Ti conviene far variare la

seconda cifra decimale e non dimenticare che I'equazione ha anche un termine

noto. Si trova che il coefficiente piu adatto & 1,04. Qual & allora la retta che meglio

approssima i punti trovati? M= (1,04 g/lcm®)- ¥+ 200 g

Qual & il valore di densita dell’acqua corrispondente all'esperimento? 1,04 giem®

m{g)
! 1200 | 1
~1000
{800 " 4
1a00 ¥
Risolvi un problema | 2004
Con la f»unzior.ne cosi a'ostruij v ey
ta, possiamo ricavare i valori
che non abbiamo: ad esem- . 200 4g0 600 BOOD 1000

pio trovare quale sarebbe il
volume corrispondente a una massa di 620 g.
Questo equivale a determinare la controimmagine del valore m = 620 g rispetto alla
funzione definita, cioé uguagliare la funzione stessa a 620 g.
Scrivi I'equazione che si ottiene: (1.04 g/cm?)- V+ 2099=6209
G i i da svolgere fino a ottenere il valore di V richiesto:

* sottrai a sinistra e a destra del simbolo = il termine noto 209 g:

(1,04 glem?®) - ¥+ 200 9- 2099 =620g-208 g

i (104 glem?) - V=411 g

A FIGURA 1

* eseguile
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Lezione 1 | Introduzione alle frazioni algebriche

Frazioni algebriche e funzioni

Consideriamo in particolare le funzioni numeriche definite da frazioni algebriche
che contengono una sola variabile. Dando un valore numerico alla variabile, che

Una funzione definita
tramite una frazione
algebrica si dice anche R 2 2 R S
funzione razionale, in riveste il ruolo di variabile indipendente, la frazione assume a sua volta un valore
quanto & un rapporto numerico, che & I'i gine del valore asseg; alla variabile indipendente.
di polinomi (in latino, la In tal caso, le condizioni di esistenza della frazione individuano il dominio della
parola “ratio” significa f T
5 = unzione.

| rapporto”).

» IMPARA

E io 3 -F i definita t ite una frazi algebrica

| 1. La frazione algebrica L definisce la funzione y=flx)= -;— che a un numero rea-
X
v o v le associa il suo reciproco, se esiste. Per x = 0 la frazione non & definita: la condi-
¥ zione di esistenza della frazione & x # 0.
1l dominio della funzione & pertanto: dom(f) = R - {0}.
1-
x2 -
definita per i valori di x che annullano il denominatore.

|83 In figura sono riportati i grafici di due funzioni polinomiali f(x) e g(x).

2. La frazione algebrica

2‘; definisce la funzione y = g(x)= l—:%. che non ¢
P

a(x)=

fx) _ 8x)
S AN Scomponi il d inatore e determini le condizioni di esistenza della

g(X) ' b(x) = f(X) ; C(x) = [f(x) B g(x)]-l‘ | frazione:

b. Determina gli zeri delle funzioni a(x) e b(x). x £=4=(x=2)(x+2) — CE:x#-2ax#2
C. La funzionc c(x) POSSiedC Zcri? Pcrché? 1 LT B 1l dominio della funzione & pertanto: dom(g) =R — {=2; 2}.

4
a. Determina il dominio delle funzioni: 3
2
1

24 B4 29 1 4
= f{x) Facciamo riferimento alla funzione dell’ultimo esempio e calcoliamo il valore che
essaassume per x =

a B R TN -2 D9 it b e o 1 F <t e
. X — {—,‘-}. R-{-1; 2K R {=3;-1; :}- b.-1,2;-3; c. noj llvalorex=%équmdiunozcrodellalunznoneg(x).

Per determinare gli zeri di una funzione frazionaria occorre individuare i valori di

x che annullano il numeratore, ma non il denominatore (infatti questi ultimi non

|BR In figura sono riportati i grafici di tre funzioni polinomiali: a(x), b(x) e c(x). B scingoei il doraiilol

_—

a. Determina il dominio delle funzioni:

fx)= a(x)- b(x) Gy a(x) By c(x) ‘ 4
3

Esempio 4 - Zeri di una funzione frazionaria

Determiniamo gli zeri delle seguenti funzioni:

@ TR T A b s f=—2s L f-—E

b. Determina gli zeri delle tre funzioni.

a. Il denominatore della frazione non si annulla mai, perché & la somma della quan-
tita x%, non negativa, e del numero positivo 1. Si ha quindi: dom(f)=R.
1l numeratore non dipende dal valore di x ed & costantemente uguale a 5, per cui
la funzione non ammette zeri.

b. Il denominatore della frazione si annulla per x = % Si ha quindi:
dom(g)=R~- {%}

a. - \l—ll(]I ”;-—-';x— :—li()'. 1:2‘;'(‘:"4— \'—3;31.1]][). -3, 2,3:-3,3;-1,0, 1 . - A Annulliamuilnumeralom:3x+2=0ax=-?_

Hlvalorex = -% & uno zero della funzione, perché lla il eappar-

tiene al dominio.

E-E1» <1
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IMPARA »

Proporzionalita quadrat

Alcune coppie di grandezze, come ad esempio il perimetro di una st
la sua area, sono in proporzionalita quadratica.

DEFINIZIONE Variabili in proporzionalita quadratica

Due variabili x e y si dicono in proporzionalita quadratica quand
costante il rapporto, che supponiamo diverso da 0, fra y e il qua
In simboli: 2 = k, keR-{0}.

Due variabilixe y

in proporzionalits

quadratica sono tali =
che se x raddoppia, y
quadruplica, se x triplica, y
diventa nove volte tanto,

& cosi via.

IMPARA »

Il rapporto k si dice dip ionalit

DEFINIZIONE Funzione di proporzionalita quadratica

Un'equazione del tipo ¥ =kx?, con k € R—{0}, definisce una fun
ionali ica, nel dominio R.

1l grafico di una ione di p ionalita quadratica ¢ una parak
nell'origine degli assi. C ostruumo per punti |l grafico di qualche £
guendo due casi in base al segno di k.

1] 1
x =3 |=2|=l ;,o |z 1(2]3
y=ke® | ok |4k | k % 0 % k | 4k | 9k
k>0 k<0

ya e

Limmagine della funzione ¢ R L{0}.
La parabola ¢ contenuta nel semipiano delle y non

Limmagine della funzione ¢ ]R' UIO)

La parabola & nel ...

Funzione quadratica
e parabola

El La parabola di equazione y = kx* + g

Se applichiamo al grafico della funzione y = kx* (con k # 0) una traslazione verti-
cale di vettore it = (0; g) ogni punto della parabola subisce un incremento di g nel
valore dell’ordinata. La curva che si ottiene ¢ ancora una parabola ¢ ha equazione
y=kx?+q (Fig. 1).

PROPRIETA 1 Caratteristiche del graficodi ymkx*+gq

La parabola di equazione y = kx* + g:

« ha il vertice nel punto (0; g), che & di ordinata minima se k >
massima se k <0;

« & simmetrica rispetto all'asse y;

« perk>0e g <0 (oppure per k <0 e g > 0) ha due intersezil

A FIGURA 1

1-C istiche del grafico di y = f(x) = 2x* - 3|
La parabola di equazione y =2x = 3: E

« si ottiene dalla parabola y=2x" con una traslazione
verticale di vettore 1= (0; =3);

« ha il vertice in V(0; =3); essendo la sua concavita rivolta
verso lalto, V ¢ punto di ordinata minima;

+ & simmetrica rispetto all’asse y; alla parabola appar-
tengono sia il punto (a; fla)), con a€R, sia (~a; f(a)) e
fa)=2a*=3 = f(~a) =2(=a)* = 3=2a7=3;

+ interseca Iasse x in due punti.

» IMPARA

COLLEGAMENTI

In una traslazione
verticale di vettore
T=(0:q) il punto Plx: y)
viene trasformato in
Py +a).

La funzione di equazione
¥ =1(x) viene trasformata
iny=fx)-q.

3.2

F1 La parabola di equazione y = k(x — p)
Se applichiamo al grafico della funzione y = kx? una traslazione ori
tore ¥=(7:0) otteniamo ancora una parabola che ha equazione y=|

PROPRIETA 2 Caratteristiche del grafico di y = k(x - p)?

La parabola di equazione y = k(x - p)*:

« ha il vertice nel punto (p; 0); che & di ordinata minima se k >

massimase k <0;
« & simmetrica rispetto alla retta di equazione x =p;

.v-i«--;»)"

A MEUNRZ « hadueil ioni con I'asse x i fra loro, per cui sid
gente all’asse x nel punto (p; 0).
Esempio 2 - Caratteristiche del grafico di y = f(x) =-3(x -
(OLLEGAMENTI
Wi La parabola di equazione y ==3(x

orizzontale di vettore + si ottiene dalla parabola y==3x" con una trasla-
9=(p:0) U punito Pixcy) zione orizzontale di vettore ¥=(2; 0)

viene trasformato in 2

Ple+py). « ha il vertice in V(2; 0); essendo la sua concavita

rivolta verso il basso, V & punto di ordinata mas-

La funzione di equazione

y =1(x) viene trasformata sima;

iny=fix—p). 3 e 5 , s

NelEsercizio 12 + & simmetrica rispetto alla retta di equazione x=2;

viene la * & tange all’asse x nel suo vertice; la funzione i
questione. y=-3(x-2): siazzerainx=2.

negative ¢ si dice che ha concavita rivolta verso I'alto. | positive ¢ si dice che ha cnuuvxu rivolta  4q5 %l

La funzione ha un punto di ordinata minima
(0 minimo) nel vertice della parabola.

La funzione ha un punto di ordinata m:
(0 massimo) nel vertice della parabola.

La funzione ¢ decrescente per x < 0; crescente per x> 0. | La funzione & crescente per x < 0; decrescente per x > 0.

In entrambi i casi il grafico & simmetrico rispetto all'asse y, perché punti di ascissa

opposta hanno la stessa ordinata.
11 coefficiente k ha quindi un duplice significato geometrico:
« il suo segno determina la concavita della parabola;

« il suo valore assoluto determina l'apertura della parabola (ampiezza): la parabo-
H-E3)>

la ¢ tanto pil1 ampia quanto minore ¢ | k|

A FIGURA 4

La lettera greca A (delta
maiuscolo) & I'equivalent
della nostra *D*

Lezione 2 | Funzione quadratica e parabola

Py ve

1l

El La parabola di equazione y = k(x - p)’ + g
Applichiamo alla funzione quadratica y = kx?, con k # 0, una traslazione generale
di vettore v = (p: g), componendo una traslazione verticale con una traslazione oriz-
zontale. Otteniamo una parabola che ha equazione y = k(x- PP + g le cui caratteri-
stiche discendono dalle osservazioni fatte nei precedenti paragrafi. Le ri

di seguito (Fig. 4).

PROPRIETA 3 Caratteristiche del grafico di y = kix -p)* +q

La parabola di equazione y = k(x = p)* + g:

« ha concavita rivolta verso l'alto per k > 0, verso il basso per k < 0;

« ha il vertice nel punto (p; q), tale punto & di ordinata minima se k > 0, di
ordinata massima se k< 0;

« @ simmetrica rispetto alla retta di equazione x=p;

« aseconda dei valori di k, p e g, pud avere due intersezioni distinte con I'asse
x, oppure due intersezioni coincidenti, oppure nessuna intersezione.

3 - Caratteristiche del grafico di y = f(x) = (x-1)* -4

La parabola di equazione y=(x=1)*=4:

« si ottiene dalla parabola y=x" con una tra-
slazione di vettore v=(1; =4);

« ha il vertice in V(1; =4); essendo la sua conca-
vita rivolta verso I'alto, V & punto di ordinata
minima.

+ ¢ simmetrica rispetto alla retta x=1;

+ ha due intersezioni distinte con l'asse x.

Pelanyi-4

m-m|»

I3 L'equazione polinomiale di una parabola traslata
Sviluppa ndo i calcoli, dall’c:pmssionc y=k(x=p)* + qsi ottiene:

2
chuaz.mnc della paraboh assume la forma di una generica equazione polinomiale

di secondo grado del tipo y = ax® + bx+ ¢, cona # 0.
Viceversa, dalla forma y=ax®+bx+¢ si pué ritornare alla forma y= k(x= p)* + :

b
ax® +bx+c= nlx ——x)+r af x* -—x+

racc Ilamo a
e per ottenere il quadrato di un binomio,

aggiungiamo e sottraiamo il quadrato
della meta del coefficiente di x
Ne deriva che una funzione quadratica di equazione y =ax* +bx+¢ ha sempre come
grafico una parabola; essa ha concavita verso I'alto se a > 0, verso il basso se a < 0.

pia avanti del numero
A=b*-dac.

11 vertice della parabola ha coordinate (> ‘ *"‘4—") ovvero (73 4).

a
Normal si usa porre A = b2 = 4ac, per cui le coordinate del vertice si scrivono:
-2 @-m»
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Ruolo centrale del concetto di funzione

* Esponenziali e logaritmi trattati prima come funzioni

* Vieneripreso il concetto di funzione inversa

* Le equazioni e disequazioni vengono successivamente




E8

esponenziale
elementare al
variare della base

IL NUMERO

DI NEPERO e

Esiste un valore molto
importante della base della
funzione 2

La funzione esponenziale

El Funzione esponenziale

Definite le potenze con esponente reale, possiamo costruire una nuova funzione.
DEFINIZIONE Funzione esponenziale
Si chiama funzione esponenziale di base a la funzione di equazione f(x) = a",
cona>0ea=1.

Per definizione di potenza a esponente reale, x pué essere un numero reale qualsiasi:

il dominio della funzione é R.

La funzione a*, con a > 0, assume soltanto valori positivi al variare di x. l'insieme

immagine della funzione ¢ R = {0}.

Si esclude il valore a=1 perché f(x) = 1% =1 risulta essere la funzione costante ugualea 1.

il numero di Nepero
e. Esso & affrontato
nell'Esercizio 22.

Disegni per punti il grafico di due funzioni esponenziali, una conbasea>1¢
I'altra con 0 < a < 1. Per semplicita, calcoliamo i valori delle funzioni per ascisse inte-
re; sappiamo tuttavia che le due funzioni sono calcolabili per qualunque valore reale

di x, quindi sono definite anche negli intervalli fra ascisse intere.

Funzioneconbasea>1: y=2*

N
Funzione conbase0<a<1: y=(%}

X v 5
-
-3 %
=2 r’:% .
-1 LZ
0 2°=1
1 2'=2

7 2 =4
3 =3

-3

- WAL N® Y

3 -2
-4 3 - - B ek B

31_!‘ 32_‘1
-1

A FIGURA 3 A FIGURA4

Per verificare questa
proprieta quando n ha
wvalori elevati, occorre
considerare valori di x
molto grandi.

Per esempio, se n =20
deve essere x =143 ela
corrispondente ordinata
& nell'ordine di 104,

Riportando i due grafici su uno stesso piano cartesiano si pu6 notare che 'uno ¢ sim-
metrico dell’altro rispetto all’asse y; la simmetria si rileva anche dalle due equazioni:

-X

=
infatti y = [%’ =27 si ottiene da y = 2* con la trasformazione s, =

b B 4

[19f921 1 4
Se nella tabella proseguissimo nella ricerca dei valori della funzione y = 2*, potrem-
mo notare che i valori di y crescono molto rapidamente al crescere dei valori di x.
Confi do gliand idella fi P iale e di una funzione di equa-
zione y = x", con x 2 1 ¢ n € N = {0}, possiamo notare una velocita di crescita piu
rapida da parte di y = 2* rispetto a y = x", comunque grande sia n (vedi Esercizio 23).

22524 B 2

3

3

i ]

La funzione logaritmica

Kl Logaritmo e funzione logaritmica

Analizzi la fu P di i quali operazioni consen-
tano di ricavare la controimmagine di un certo valore di y.
Con riferimento al grafico di Fig. 8 facciamo qualche esempio:

» la controimmagine di y= 8 ¢ il valore di x tale che 2* =8, cioe x=3;

iale y = 2* e chi

» la controimmagine di y =

¢ il valore di x tale che 2* = IT cioé x==1.

Si tratta in entrambi i casi di individuare quale esponente attribuire alla base 2 per
il risultato prefissato.

—4-3—2-1' 101 2 4x

A FIGURA &
argomento
logarkmo  del logaritmo
xmlogbesa'mb

base
del logarizmo

In generale, la controimmagine di un certo valore y = b relativo a una funzione espo-
nenziale y=a", & l'esp che dobbiamo attribuire alla base a per ottenere il valore b.
Possiamo ricavare questo esponente attraverso un nuovo operatore matematico: il
logaritmo.

DEFINIZIONE Logaritmo in base adib

Dati due numeri reali positivi a e b, con a # 1, si chiama logaritmo in base a del
numero b, e si indica con log, b, I'esponente al quale si deve elevare la base a

per ottenere b. Il b si dice del log;

1 - Logaritmo di un numero b in una base data a

5 -2
. IDKS‘I_=%' inquanto5? = 5 * log; 9==2 inquanlo(%) =9
3

321439 | 4

Sappiamo che la funzione y = a*, per a>0 e a # 1, ¢ biiettiva e quindi invertibile. Ora

nella storia
La nascita

e lo sviluppo
dei logaritmi

LOGARITMO IN
BASE 10 E LOGARITMO
IN BASE e

Il logaritmo in base 10 &
detto anche logaritmo
decimale e si indica con
il simbolo log, ossia:
logx = log,x.

Il logaritmo in base e &
detto anche logaritmo
naturale e si indica

con il simbolo In, ossia:
Inx=log,x.

che abbi. un modo di scrivere le controimmagini di tutti i valori da essa assunti,
defini. la sua funzione inversa e r la analiticamente:

PP
y=log,x & x=a
Linversa di una fi

iale & detta fi logaritmica.

P
DEFINIZIONE Funzione logaritmica

Si dice funzi I (el ) ogni fi avente come domi-
nio R*, definita da un’equazione del tipo y=log,x, cona>0ea# 1.

Per visualizzare il grafico di una funzione logaritmica a partire dal grafico della fun-
zione esponenziale, operiamo una simmetria rispetto alla bisettrice y = x del grafico
di quest’ultima (Fig. 9 ¢ Fig. 10).

Ricorda che la funzione y = a* con base a = 1 ¢ la funzione costante y = 1* = 1 che
non ¢ biiettiva ¢ quindi non & invertibile. Ne segue che non ¢ definita la funzione
logaritmica di basea=1.

A FIGURA9 a>1
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Trattazione trasversale delle trasformazioni

* |n analogia con le funzioni, visto che si tratta di particolari funzioni
* Approccio «a spirale» dal primo al quarto anno
*  Primo anno: isometrie, con accenno al piano cartesiano

* Secondo anno: trasformazioni non isometriche, con particolare
riferimento alla similitudine

* Terzo anno: approfondimento della trattazione nel piano cartesiano,
con riferimento alla rappresentazione matriciale

* (Quarto anno: rotazione, trattazione generale delle trasformazioni,
approfondimento dell’aspetto matriciale, con riferimento a numeri
complessi e algebra astratta
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Simmetrie

Simmetria centrale
% DEFINIZIONE Simmetria centrale

Dato un punto C, la simmetria di centro C & la trasformazione che, a ogni
punto P del piano, associa il punto P’ in modo che C sia il punto medio del
segmento PP’ (Fig 36). Se P=C, anche P’ = C.

La simmetria centrale di centro C si indica con il simbolo: o¢.

» Lasimmetria centrale di centro C coincide con una rotazione di centro C e angolo
+180° 0 ~180°. Da questo segue che anche la simmetria centrale & un'isometria.

MAS5 Simmetria centrale come isometria

Lasi ia centrale & un'isometria.

Nel piano cartesiano supponiamo che siano P(x; y) e C(a; b). Facendo riferimento
alla Fig. 37, poiché C ¢ il punto medio del segmento PP’, possiamo ricavare le equa-
x'=2a-x

zioni della simmetria centrale: g: {
=2y

Esempio 9 - Simmetria centrale nel piano cartesiano

Data la simmetria di centro C(=2; 3), qual & il simmetrico di A(2; -3)?
g

Si ha: O : ’; ;x.da cui: AQ;=3) = A~4-26+3) = A(~6:9)

6=

>

Simmetria assiale

DEFINIZIONE Simmetria assiale

Data una rettar, la si riadiasserélatr che, a ogni punto P
del piano, associa il punto P’ in modo che r sia I'asse del segmento PP’ (Fig. 38).
Se Per, allora P’ = P. La simmetria assiale di asse r si indica con il simbolo: a,.

TEOREMA 6 Simmetria assiale come isometria a»

La simmetria assiale & un‘isometria.

Esplora .
@ “:Ism 1l teorema si dimostra in modo diverso (Figg. 43-46 nella pagina a fianco) a seconda di
Simmetria assiale come A e B sono disposti rispetto a r: ne proponiamo la dimostrazione come esercizio.

Per quanto riguarda le equazioni, ci limitiamo ad alcuni casi particolari (Tab. 4).
¥ TABELLA 4

ia rispetto ia rispetto all'asse y Simmetria rispetto alla bisettrice del primo e terzo

allasse x quadrante

. X’ 4
L

Dalla congruenza dei triangoli
POM e P'OM, segue la
congruenza dei triangoli PHO
& P'HO (dimostralo).

Quindi si ricava: PH= P'H' e
OH=OH,cok x’'=yey =x.

1l ragionamento sarebbe
analogo se il punto Pnon
appartenesse al primo
quadrante.

| PUY) y Al

P RIFLETTI SULLA TEORIA

UNITA 17 | Il piano cartesiano e le trasformazioni isometriche

» Applicare e riconoscere simmetrie

B Per ciascuna delle seguenti figure, disegna la sua simmetrica rispetto al punto O o alla retta r.

A FIGURA 39 A FIGURA 40

A FIGURA 41 A FIGURA 42

[ Facendo riferimento alle Figg. 39 e 40, supponi che O sia l'origine di un sistema di riferimento cartesiano,
traccia gli assi cartesiani e scrivi le coordinate dei vertici dei poligoni dati ¢ dei loro trasformati rispetto alla
simmetria di centro O. [Fig. 39: A(=4; 1), B(=1; -4), C(-1,0); A°(4; ), B”(1; 4), C*(1: 0).

Fig. 40: A{=4; 3), B(=3; 0), O(=2; 0), D{-1; 2), E(=2; 4y, A'(4;-3), B°(3: 0), L'(2; 0), D(%; -2), E* (2, -4))

31 Facendo riferimento alla Fig. 42, fai coincidere la retta r con uno degli assi cartesiani, traccia l'altro asse a
tua scelta e scrivi le coordinate dei vertici del poligono dato e del suo trasformato rispetto alla simmetria di
asser. [Se r coincide con I'asse x e l'origine & in B: A{=1; 3}, B(0; 0), O{2: 1), D{S; 1) A'(-1; -3), B'(0, 0), C"(2:-1), D'(5; 1))

[E Quando una figura ¢ invariante rispetto a una simmetria di centro C, si dice che C & un suo centro di simmetria.
Sulla traccia del primo esempio svolto, stabilisci se le seguenti figure hanno un centro di simmetria e, in caso
affermativo, disegnalo.

.mue di . O ‘

simmetria
[} Quando una figura ¢ invariante rispetto a una simmetria di asse r, si dice che r ¢ un suo asse di simmetria.

Sulla traccia del primo esempio svolto, stabilisci se le seguenti figure hanno assi di simmetria e, in caso affer-
mativo, disegnali.

b H ‘

simmesria

» Riconoscere e dimostrare proprieta delle simmetrie
[ Facendo riferimento alle figure che hai disegnato nell’Esercizio 59, stabilisci se le simmetrie centrali ¢ assiali
conservano l'orientamento dei punti e motiva le tue risposte.
[ Possi. fe che una si ia assiale conserva le direzioni, cioé trasforma una retta in un'altra a essa
parallela? E una simmetria centrale? Spiega perché si o perché no, anche con laiuto di GeoGebra. [No; si)

[Le centrali si, le assiali no.]

[1E3 Per dimostrare che la simmetria assiale ¢ un’isometria, & necessario prendere in esame i quattro casi illustrati
nelle Figg. 43, 44, 45 ¢ 46. Svolgi le quattro dimostrazioni.

r

AmA’

8=B

A FIGURA 45 Ae Bnon A FIGURA 46 Ae Bnon

appartengono a r e giacciono appartengono a r e giacciono
nello stesso semipiano di onigine . in semipiani opposti di origine r.

ESERCIZI PAG. 811 795

A FIGURA 43 AeB A FIGURA 44 Aappartiene
appartengono ar. a r; Bnon vi appartiene.
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» IMPARA

k> 1:la figura ¢ ingrandita

Il rapporto di proporzionalita

Analizziamo le diverse situazioni che possono presentarsi nel trasformare una fi-
gura, ad esempio un triangolo ABC, con un'omotetia wo,x al variare del valore di k.

k= 1: 'omotetia coincide con
identita

0 <k < 1: la figura é rimpicciolita

k< =1:1a figura ¢ ingrandita ¢

ribaltata.

k==1:1'omotetia coincide con la
simmetria di centro O

=1 <k <0:1a figura & rimpicciolita ¢
ribaltata

Esplora

con GeoGebra
Omotetie nel
piano cartesiano

Le omotetie nel piano cartesiano
Ci limitiamo a esaminare omotetie con centro nell’'origine degli assi.
Nel piano cartesiano, note le coordinate di un punto P(x; y) si ricavano le coordi-
nate del suo trasformato P(x’; y) nell'omotetia  di centro O(0; 0) e rapporto k,
con k €R — {0} attraverso le seguenti equazioni:
Wox= {x: f :x
=Ry
Dimostriamo che le equazioni soddisfano alla definizione di omotetia.
Attraverso di esse il punto P(a; b) viene trasformato nel punto P'(ka; kb).
Osserviamo quanto segue:
« O, P e P’ sono allineati, in quanto sono appartenenti alla retta y = bceazo
oppure all’asse x se a = 0. a
« Sek>0, Pe P appar
a quadranti opposti;

. OF =i <K =|kNa* + b* =|K|OP.

1

o allo stesso g ;se k<0, Pe P’ appartengono

)

1315439 § 2

‘ P RIFLETTI SULLA TEORIA UNITA 32 | Il teorema di Talete e le trasformazioni non isometriche

Lezione 3 | Omotetie e similitudini .

» Riconoscere e costruire figure omotetiche

EX] Dato il segmento AB rappresentato in ciascuna delle seguenti figure, trova le coordinate degli estremi del tra-

iy B2 Y L1
4 i . i i e | k=5
la |
y e
= & b i 2 I . S K
IENEERELX |
225 | A [ I I I Y A
——dt— -3 Lt
A(2-2) | B(3R2)

#i e =1=-1] c

a. [A'(t e E'|—%: 1'} b. [A'(=2: 0) e B'(2;=2)) d. A1 =1) e B'(=0,5; 1))
El Dato il quadrilatero ABCO in figura, ricava le coordinate del quadrilatero
A'B'C'O’ a esso corrispondente nell'omotetia di centro O e rapporto k=-2. Cal-
cola perimetro e area di ABCO e A'B'C'O". Che relazione ¢’¢ fra il rapporto di
omotetia ¢ il rapporto fra i perimetri dei due quadrilateri? E tra il rapporto di

omotetia e le aree? [p=4Z +247; p'=2(4N7 <2V ); A=6; &' =24]

» Applicare le equazioni di un‘omotetia

Ea Determina le coordinate del punto P(x; y), il cui corrispondente nell'omotetia di equa-

=
zioni

SOLUZIONE e
Sostituiamo le coordi di P’ nelle eq i dell'omotetia: 1 |4 ; risolvendo le equazioni rispetto a
x e y si ricavano le coordinate di P: P(8; -2). 2="2”

Ed Scrivi le equazioni dell'omotetia con centro nell'origine che trasforma:

a.A(-3;6)in A=1;2) b.A(~4;8)in A(-24) . A‘%;—%) in A’(—%;%)

=Link=t;ek=-1
[i.k-z,h.k 5i ek 3}

EH Considera la retta r di eqy

di r nell'omotetia di centro O e rapporto 3

(Suggerimento: per le proprieta delle omotetie, si ha r’ || , quindi basta ricavare la pendenza della retta r’ dall’e-
quazione di r e individuare il trasformato del punto di intersezione di r con l'asse y) [y==2x+5]

y==2x+ 3. Scrivi l'equazione in forma esplicita della retta r’ corrispondente

[IEA Considera un segmento AB di estremi A(xs; y1) e B(x2; y2). Quali sono le coordinate del punto medio M’ di A’B”
trasformato di AB nell'omotetia woi?

EE] Ricordando che una figura geometrica & unita in una trasformazione se viene trasformata in se stessa, dimo-
stra che qualunque retta che passa per l'origine degli assi & unita in un'omotetia di centro O e rapporto k. Si
pud dire che anche ogni punto della retta ¢ unito? [No, i punti non sono uniti]

ESERCIZI PAG. 737 JIRES]
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Trasformazione di grafici

EN Grafici e traslazioni

Traslazioni orizzontali
Consideriamo le ioni di una traslazione ori le e della sua inversa:

x'=x+k x=x"=k
=y y=y

Se k > 0, la traslazione ¢ verso destra, mentre se k < 0 ¢ verso sinistra.
A partire dall'espressione analitica di una runuonc.y-f[x) possiamo trovare quella

della sua lrastormala, ricordando di effi la che deriva dalle equa-
zioni di T\, Si ottiene: y=f(x= k).
10 - lazi ori le del grafico di una funzione

Data la funzione y = f(x) = x*, troviamo, a partire dal suo grafico, i grafici delle fun-
zioni y=flx=1)=(x= 1) ey=f(x+2)=(x+28.
+ Perla prima funzione si ha k= 1, quindi il grafico ¢ traslato verso destra di un'unita
(Fig. 18);
« per la seconda funzione si ha k =<2, quindi il grafico ¢é traslato verso sinistra di
due unita (Fig. 19).

-4-:5-2._||}0| 234 5x

A FIGURA 18 A FIGURA 19

Traslazioni verticali
Consideriamo le equazioni di una traslazione verticale e della sua inversa:

IR - x=x"
1y =y+k Ny=y-k

Se k > 0, la traslazione ¢ verso I'alto, mentre se k < 0 & verso il basso.

A partire dall’espressione analitica di una funzione, y = f(x), possiamo trovare quella
della sua trasformata, ricordando di effettuare la sostituzione che deriva dalle equa-
zioni di t™". Si ottiene cosi: y = k=f(x) ¢ y=f(x) + k.

11 - Traslazi verticale del grafico di una f

Data la funzione y = f(x) = x?, troviamo a partire dal suo grafico, i grafici delle fun-
zioniy=flx)=1=x*=ley=f(x)+2=x+2.
+ Per la prima funzione si ha k = =1, quindi il grafico ¢ traslato verso il basso di
un'unita (Fig. 20);
» per la seconda funzione si ha k =2, quindi il grafico ¢ traslato verso I'alto di due
unita (Fig. 21).

..'-‘ 2 ¥ 'Y 7
R R 5
3403 oy
—:qqz-w B u-a-z-:‘*m 234 S5x

A FIGURA 20 A FIGURA 21
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P RIFLETTI SULLA TEORIA

UNITA & | Le trasformazioni nel piano cartesiano
» Trasformare grafici mediante traslazioni
[ Data la funzione y= f(x) = x + 2x, completa la seguente tabella, indicando I'espressione analitica della funzio-
ne che corrisponde a ciascuna trasformazione.
Descrizione della trasiazi Vettore [Esp 1it
Orizzontale destra di 3 unita 3:0)
Verticale verso l'alto di 0,3 unita (0;0.3)
Verticale verso il basso di 10 unita (0:=10)

y=flx=3)=(x=3+2(x=3) mx’ = dx43
y=fix)+03=x* $2x403
= f{x) = 10m x* 4 2x=10

3
Orizzontale sinistra dl di unita I—?‘O}

A partire dal grafico della funzione f(x)= l. disegnai grafici delle seguenti funzioni e spiega quali traslazioni
hai effettuato: o

[ Traslazione orizzontale verso sinistra di un‘unita)

a. fit)=—ir=flx+1)
b. fol)=

X1 = f(x =-1) | Traslazione orizzontale verso destra di un'unita)

| Trasiazione verticale verso I'alto di un'unita]

c. f,(x):%ﬂ:f(x).n

d. filx)= %-l = flx)=1 [Trastazione verticale verso if basso di un'unita)

EAl 11 grafico tratteggiato in Fig. 22 rappresenta la tunzmnc Y= -/_ mentre
gli altri grafici sono stati ricavati da esso medi. tr ori
o verticali. Scrivi le espressioni analitiche delle funzioni rappresentate da

questi grafici.

(r=a=Vx +3,y=bx)=Jx=2, y=c{x)=yx—1.y=d{x)=Jx -2]

EE) Con GeoGebra Disegna con GeoGebra il graﬁco della funzxmt flo)= ¥x:
puoi scriverla come potenza a esp io o digitando cbrt(x), che
sta per cubic root.

A FIGURA 22
In seguito, scrivi nella Barra di inserimento le seguenti formule: a(x) = f(x = 2), b(x) = f(x + 3), c(x) =f(x) + 5.
Quali grafici disegna il software? Quali espressioni analitiche puoi leggere in visualizzazione Algebra?
g & ? B ly=¥%x=2.y=x+3.y=¥x =5)
A partire dal grafico della funzione f(x) = 1, disegna il grafico della funzione
g =x*+2x=1
SOLUZIONE
Si puo scrivere: g(x) =x? + 2x= 1 =x? 4 2x 4+ 1= 2= (x+ 1} =2.
E allora possibile ricavare il grafico cercato, mediante due traslazioni successive:
s fl=d s i) =flx+ ) =(x+1)?
traslazione orizzontale sinistra di un’unita
iD=+ P o g=f0)=2=(x+ 1)} =2
traslazione verticale verso il basso di due unita
In Fig. 23 sono rappresentati i passaggi.
Con GeoGebra puoi verificare la correttezza del procedimento,
tramite i seguenti passaggi:
« disegna il grafico della funzione f(x) = x%;
« scrivi nella Barra di inserimento la formula fy(x) = f(x + 1); ya(ee 1y r2
« scrivi nella Barra di inserimento la formula g(x) = fy(x) = 2. A FIGURA 23

A partire dal grafico della funzione y = f(x) = X2, disegna il grafico della funzione y = h(x) = X =6x 4+ 10.
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" Numeri complessi, vettori,
trasformazioni e matrici

Abbiamo visto che un numero complesso pud essere rappresentato da un punto o
da un vettore nel piano di Gauss. Diamo ora un'interpretazione geometrica delle
operazioni tra numeri complessi.

Addizione e sottrazione

Laddizione e la sottrazione di numeri complessi equivalgono all'addizione e sottra-
zione di vettori, nelle loro componenti cartesiane (Fig. 9): datiz=a+ibew=c+id,
posto Z =(a;b) e w =(c;d), al numero z+ w=a + ¢ + i(b + d) corrisponde il vetto-
re Zz+w=(a+c;b+d) e al numero z— w=a — ¢ + i(b — d) corrisponde il vettore

b-d).

5 Moltiplicazione e divisione
A FIGURA 9 Consideriamo due numeri complessi z e w, di cui il secondo di modulo 1, seritti in
forma esponenziale: z = pe, w=¢'®.
Prodotto Q
z- w=pe'®t? z:w=pe®®
Per effetto della Per effetto della divisione

moltiplicazione per w,

il modulo di z rimane
invariato, mentre il

SUO arg viene
aumentato della quantita
¢. Dal punto di vista

per w, il modulodi z
rimane invariato, mentre
il suo argomento viene
diminuito della quantita
¢. Dal punto di vista
geometrico, il punto e il
geometrico, il punto e il vettore corrispondentia z,
vettore corrispondenti a z, subiscono una rotazione attorno all’origine di un
subiscono una rotazione attorno all'origine di un angolo —.

angolo .

Nel caso in cui il numero w abbia modulo generico o, la moltiplicazione e la divisio-
ne di z per w, oltre a una rotazione, comportano anche la trasformazione mediante
un‘omotetia con centro nell’origine e rapporto, rispettivamente, 6 0 o

Siccome il rapporto di omotetia in entrambi i casi & positivo e poiché sappiamo che
la composizione di un'omotetia con una rotazione da una similitudine diretta, ne
segue che esiste una rappresentazione matriciale dei numeri complessi, mediante
la matrice di una similitudine diretta, appunto:

S =[a _b]=[pcose -psine]
b

a psin®  pcosd
Sipuod che tutte le operazioni tra numeri complessi corrispondono alle analo-
ghe operazioni tra matrici: proponi le verifiche come esercizio nella pagina a fianco.

P RIFLETTI SULLA TEORIA
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UNITA 6 | Numeri complessi

P Rappresentare numeri complessi mediante trasformazioni

Dati i seg i numeri lessi, scrivi le ioni della i e dell'omotetia a cui ognuno di essi corri-
sponde quando moltiplica o divide un altro numero complesso.
OE -5 B 10 D [141 X CIER 2+2i
[IIE Le radici dell'unita hanno tutto modulo uguale a 1, per cui corrispondono a ioni. Scrivi le equazioni di
tali rotazioni nel caso di radici quadrate, cubiche e quarte. In seguito generalizza il risultato al caso delle radici
di indice n.
Con bra puoi calcol i di angoli e di i punti medi e {
Utilizza tali i per calcol per ci delle i coppie di numeri complessi, il prodotto e il quo-
ziente in entrambi gli ordini. Verifica poi con il calcolo i risultati ottenuti.
{0 1+, =2i 08 —4,3+2i I8 -2-2i,4-3i 8 V2 +42i, 3 =3i

b Rappresentare numeri complessi mediante matrici

[1EH Considera la rappresentazione del generico numero z= a + ib mediante la matrice Z = Quali matrici

a —bl
b a
corrispondono ai numeri reali? Quali ai numeri immaginari? Scrivi, in particolare, la matrice associata al nu-
mero 1 e la matrice associata all'unitd immaginaria i.

8 Verifica che il numero z=a + ib, con la notazione matriciale, pud essere scritto nella forma:
_[a 0], [o -1t o
z'[o {1]+[l 0 ][o b]'

: R - . : : 5
[E] Data la matrice Z = [;’ “b ], determina la sua inversa. A quale numero complesso corrisponde? C'¢ una rela-

zione con il plesso corrispond azZ? [Z=! corrisponde al reciproco di 2]
8] Considera le matrici: 5, =[(l) ?] 5 =|:(l) _01] 5= I:_OI —OIJ Iy =[ OI é]. A quali trasformazioni corri-

spondono? A quali numeri complessi? Mostra che, moltiplicando tra loro due matrici tra quelle date, si ottiene
ancora una di esse: in particolare, completa la seguente tavola di moltiplicazione.

I

MMM
M e 0 M
MM MM
MMM
MMM

Facendo riferimento all'Esercizio 52 dell’Unita T5, dimostra che le matrici presentate nel-
I’Esercizio 151 formano gruppo rispetto alla moltiplicazione di matrici e che i numeri complessi a esse corri-
spondenti formano gruppo rispetto alla moltiplicazione di numeri complessi.

153] Mostra che I'insieme C & un gruppo ivo rispetto all'op i di addizi e che
I'insieme C — {0} & un gruppo commutativo rispetto all'operazione di moltiplicazione.

154} Un insieme A, in cui siano definite due operazioni, che indichiamo con @ e ®, & un campo, se
valgono le seguenti proprieta:
« A& un gruppo commutativo rispetto all'operazione @, con elemento neutro ny;
« A= {n}eéun gruppo commutativo rispetto all'operazione ®;
« l'operazione ® & distributiva rispetto all'operazione @.
Spiega perché 'insieme € & un campo rispetto alle operazioni di addizione e moltiplicazione. Anche I'insieme

delle matrici del tipo Z -"b loe?
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465. Saperne di piu
‘Im k
i 466. Saperne di piu
e a5 i
o 2 —0
\"\\ //‘
N 3 /,'/
In figura sono rappresentate le radici dell'unita, gi trattate nell’Esercizio ‘ Osserva I'orologio mostrato in figura, in cui ci sono solo quattro numeri, disposti

464 in senso antiorario, e tale & pure il verso in cui ruota |'unica lancetta.

Considera I'operazione di addizione fra questi numeri, cosi definita: ogni volta che si aggiunge un’unita a

- . N . . . . 4 . ha . . . T
Scrivi gli argomenti dei numeri complessi precedenti, nell’ordine in cui li abbiamo considerati: 0, -, 7, 2m. ) ) o :
2 un numero, la lancetta compie uno scatto in verso antiorario, fino al numero successivo. Completa la

Osserva ora il quadrato in figura e supponi di ruotarlo attorno al suo centro, a partire dalla posizione tabella relativa a tale operazione.

iniziale, ogni volta in senso antiorario di un angolo pari a uno degli argomenti precedenti. 5T 0 1 2 3

Possiamo affermare che le quattro rotazioni trasformano il quadrato in sé stesso? Si

Scrivi le loro equazioni, considerando I'origine nel centro del quadrato. 0 0 1 2 3

x'=x xl=ig x' = —x % ==y

Po = po.o={),, iy s po;:{y. ., P2=pox { R ps = po%,g{ g = 1 . 3 ’

Completa la tabella seguente, relativa alla composizione delle rotazioni fra loro 2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

2 Po P1 P2 P3

Quali analogie osservi rispetto agli insiemi analizzati negli Esercizi 464 e 4657
Quali sono le rotazioni che deve compiere la lancetta per passare da un numero all’altro sull’orologio?
Py P PR P3 Po Si ha ancora un gruppo abeliano, in cui gli elementi si compongono fra loro nello stesso ordine in cui si
compongono nei precedenti gruppi.

Sono esattamente le quattro rotazioni che trasformano il quadrato in sé stesso,|

Po Po P1 P2 Pz

P2 P2 P3 Po P

Pz P3 Po P P2

Che cosa puoi osservare in merito alla struttura dell’insieme di queste rotazioni con I'operazione di
composizione? Osservi una corrispondenza con I'insieme analizzato nell’Esercizio 464?

Anche in questo caso si tratta di un gruppo abeliano, in cui gli elementi si compongono fra loro nello stesso
ordine in cui si compongono le radici guarte dell’unita.
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dai limiti di funzioni in generale

* Siintroduce a piccoli passi il concetto piu complicato
del triennio, con il suo linguaggio

* Sidaimportanza alle successioni che, pur essendo
particolari funzioni, hanno aspetti numerici interessanti

* Sjevidenzia il principio di induzione e un nuovo modo
di condurre una dimostrazione
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Lezione 3 | Limiti di successioni

I Limite infinito di una successione

Consideriamo la successione a, = n* + 1, dell’Esempio 3: abbiamo gia osservato che,
all'aumentare di n, i suoi termini diventano “sempre pii1 grandi” (Tab. 1) e che la
successione diverge a +oc.

Troviamo un modo rigoroso per esprimere questa proprieta.

Scegliamo un numero positivo M, che consideriamo “grande”, ad esempio M= 1000000,
e mostriamo che, da un certo valore di n in poi, tutti i termini della successione sono

maggiori di M.
A questo prop risolviamo la disequazione a, > M:
10 W01 M +1>1000000 < r? 999999 & n> [999999 ~ 999,99
A TABELLA 1 entrambi | membri sono positivi

Possiamo quindi affermare che a, > 1000000 se n > 999.

Generalizziamo il ragionamento a qualsiasi valore di M, che a noi interessa rendere

COLLEGAMENT! grande a piacere. Risolviamo la disequazione a, > M nel caso generale:
La'parte iters df ury m+1>M & P>M-1 & n>yM-1

numero x, indicata con [x],
&il piu grande intero tra Se indichiamo con [V M =1]la parte intera del numero yM =1, siamo certi che, per
| queiiiminorio iguat ex: ogni numero naturale n > [JM =11, la disequazione & verificata.

Possiamo allora dare la seguente definizione.

DEFINIZIONE Limite di una successione divergente a +
. Data una successione di termine generale u,, diciamo che essa diverge a +c,

o che il suo limite & 4, se, comunque scelto un numero M > 0, esiste un nume-

ro naturale ny, per cui si ha u, > M, Vn > ny. In simboli scriviamo: Up=+00.
L.

2
Per la successione precedente possiamo quindi scrivere: lim (" +1)=-+oc,
Pt

x  Possi interpretare graficamente il fatto che una successione diverga a +oc osser-
vando che, tracciata la retta di equazione y= M, con M >0, da un certo punto in poi,
A FIGURA 5 i punti del diagramma stanno tutti al di sopra di essa (Fig. 5).

DEFINIZIONE Limite di una successione divergente a —

Data una successione di termine generale u,, diciamo che essa diverge a —x,

o che il suo limite & —x, se, comunque scelto un numero M > 0, esiste un nu-

mero naturale ny, per cui si ha u, <=M, ¥n > ny. In simboli: lim u,=-0c.
o

(leggi «limite per n che tende a pil infinito di u, uguale a meno infinitox)

E io 4 - Succ i diverg a =0

Verifichiamo che lim (1-n*)=—oc.
e
Sia M > 0. Risolviamo la disequazione u, < —=M:
l-n*<-M & B>M+1 & n>fM+1.
IL SIGNIFICATO Nell'ultimo passaggio abbiamo tenuto conto del fatto che n non pud essere negativo.

DELLE PAROLE Se poniamo my, = [JM+T}, la disequazione & verificata per ogni n> ny,.

Quando una proprieth In questo caso i termini sono negativi ma diventano sempre pit grandi in valore
& verificata «da un certo q & €g; pre piu gi

punto in poiw, per ogni assoluto: la successione quindi diverge a —oc.
numero naturale n > Ny,
si usa anche dire che & Graficamente, per n = ny, i punti del diagramma della successione stanno tutti sotto

definitivamente verificata.
A —

la retta y=—M. -@»

BEBL 1. Nelle celle Al e Bl scrivi rispettivamente n e a,. Nella colonna A inserisci i numeri naturali da 0 a 99; nella

P RIFLETTI SULLA TEORIA

UNITA AT | Limiti di successioni

» Esplorare il comportamento di successioni divergenti
EX] Nelle seguenti figure sono rappresentati alcuni grafici di successioni: stabilisci se divergono a +50, a = o se
non divergono.
a. [ Uy, b.

(3]

+ 2 7’
157 & + 8¢
13} 7 7
134 & + 61
12 5 5¢
1 4 4 . 4
104 3 3¢
54 2 + 2
&1 + 1 1
7 —_—— [EPE (NS N S S |
o =144 12345678 % _‘|?J4567a9|0|1‘2‘
s st -2 .
4 + =3 ‘ 5l |
MEEE 4 = |
O b 1 by I
+ -61 -61
—o—ﬂt—o—o—o—o—o—o—t—bx -7 + -7
12345678 «&1 -8}

] [non diverge] =<}

Jn.

ATTIVITA CON GEOGEBRA
Esploriamo con il Foglio di calcolo il comportamento della successione a, =

colonna B inserisci la formula opportuna per calcolare i termini della successione.
2. Una volta compilata la tabella dei valori, seleziona tutte le celle non vuote delle colonne A e B e crea una Lista
di punti: in tal modo viene visualizzata una parte del grafico della successione.
Crea uno slider M, variabile da 1 a 50, con incremento 0,5, e portalo al valore 1. Evidenzia sul piano carte-

w

siano il semipi PP dalla disequazione y < =M.
Fai variare M.
a. Per quali valori di n si ha a, < =57 [n>25) b. Per quali valori di n si ha a, <—8,57 >72)
Le i ioni sono divergenti a 4+oc: per ognuna di esse determina il valore di n oltre il quale i termini
della sono tutti iori del valore di M indicato.
¥
a,=n%, M=500000 [6299] a,=e™!, M=1000000 14

Analogamente a quanto ¢ stato evidenziato in Fig. 5, interpreta dal punto di vista grafico la definizione di
successione divergente a —xo, per la successione dell’Esempio 4.

Le i successioni sono divergenti a—oc: per og! di esse d ina il valore di n oltre il quale i termini
della successione sono tutti minori di =M (il valore di M & quello indicato).
EH a,=1-n, M= 500000 79 B a,=logsn™'’, M=80 [6561]

» Verificare il limite di una successione divergente
Verifica i seqguenti limiti.
35] lim (10-n)=-oc
.

SOLUZIONE
Fissiamo M > 0 e risolviamo la disequazione 10 — n® < —=M:
W-n*<-M & n*>10+M < n>J10+ M.
Ponendo ny, =[J10+ M ], la disequazione & verificata per ogni n > ny,.

lim n=+o0c lim (=yn+1)==-oc EA lim (™) =+ Ed lim (2")=-2c
Pareeh e ey

e

m Dimostra che una progressione aritmetica di ragione d > 0 diverge a +c.
TRACCIA
1l termine generale della progressione & u, = uy + (n = 1)d.

Imposta la disequazione u, > M, con M> 0: ty +(n=D)d>M & (n=1)d> M-v
gy

E possibile dividere entrambi i membri per d perché ¢>0 _Siha:n—1> o n>l+
M-y,

M—u,
i

, la disequazione & verificata ¥n > ny,.

Ponendo ny, = [,1 =
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Integrali con una scansione non «tradizionale»

* Sj parte dal concetto di integrale definito,
introdotto in casi semplici

* Sjda priorita al concetto anziché al calcolo

* Sigiunge all'integrale indefinito mediante
il teorema fondamentale

* Sicomplica il calcolo in modo graduale

* Una seconda unita e dedicata alle regole di calcolo di
integrali indefiniti e definiti, al calcolo di aree e volumi
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Lezione 9

L'integrale indefinito

E! Integrale indefinito

La conoscenza di una qualsiasi primitiva di una funzione fin [a; b] consente di cal-

Le funzioni &
£ fundonl Jae colare il valore dell’'integrale definito di fsu [a; b]. Per questa ragione, ma non solo,

q)(x)={}n“'2 se x>0

n(-x)-1 sex<0 affrontiamo ora il problema della ricerca delle funzioni primitive.
Sono entrambe primitive Osserviamo che la caratterizzazione delle primitive data nella Lezione 4 vale a con-
difin J-c; Of U0; s, dizione che la funzione fsia definita su un singolo intervallo.

ma non differiscono per

| una costante. Consideriamo invece, per esempio, la funzione f(x)=—in J=o0; 0[ U ]0; +oo].
X

Inx se x>0

In(~x) sex<0 & una primitiva di fin ogni inter-

La funzione ®(x) = In|x|= {

vallo che non contiene l'origine. Da ora in avanti indichiamo con I un intervallo o
I'unione di put intervalli.

DEFINIZIONE Integrale indefinito

Il nome di integrale ~— Data una funzione f definita in / € R, lI'insieme di tutte le primitive ®(x) + ¢,
indefinito & dovuto al con ¢ € R, di una funzione f in / si dice integrale indefinito di f.
fatto che si tratta di un SAND & 2 M
integrale in cui gli estrem Si scnveAJ'f(x)dbr e si legge «integrale di f in dx».
di integrazione non sono Il simbolo dx indica la variabile di integrazione.
definiti.
B Esempio 11 - Integrale indefinito
Data f(x) = cosx, una primitiva su un qualsiasi intervallo & ®(x) = sin x, quindi I'in-
tegrale indefinito &: I cosxdx =sinx+c¢,ce R
Infatti D(sin x + ¢) = cosx per ogni valoredice R.
EB-|E»
Integrali indefiniti immediati
Nota che la Tab. 1si ~——L'Esempio 11 propone un integrale che possiamo definire immediato, perché la fun-
ottiene leggendo «in zione integranda & una funzione elementare. Gli integrali indefiniti immediati costi-
senso inversos la tabella pa X . AT, % 2 SR
5 tuiscono la base dei metodi di calcolo per determinare le primitive.
delle derivate delle
funzioni elementari. ¥ TABELLA 1
a+l .
1.Ix“rlx= X __ e conaeR-{-1} 6. J.L"dx=l"+f
a+l
1 ‘e
2»J_d"‘=1“|"'|“ 7. Ixr‘dx=i+c.cuna>0ea¢l
x Ina
i e S 7 S =y ; 1 Rt >
3. | sinxdx =—-cosx+¢ cosxdx =sinx +¢ 8. | ——dx=arctanx+¢
1+x*
4.I—lr-dx=j(l+lan3x)dx=lanx +c 9. I 1 _de=aresinx+¢
Cos™x h —-x2
5. J‘ —l,—:tr = I(l +cotan’x)dx = —cotan x +¢
sin°x
94 B 1020 4

P RIFLETTI SULLA TEORIA

UNITA A2 | Gli integrali definiti e indefiniti

» Interpretare i grafici delle funzioni integrali e derivate

La figura seguente mostra i grafici di una funzione f, di una sua primitiva F e della sua derivata f’. Assodia a
ciascun grafico la funzione corretta, giustificando la risposta.

Calcolare integrali immediati
Calcola i seguenti integrali indefiniti.

m a [xtds b. [Lrdx e [Vxdx

SOLUZIONE i
Utilizziamo la formula (2).

xl‘l
a. jx‘d.x= +e="—+c¢

4+1 5

~2+1

b. J _‘lz dx = j.r_:dx = f2+l +c= —%+ ¢

,c=§x47+c

1 1 X
+ xJxdx ¢ 97 I,—dz ‘ arctan +¢
| B8 [x/x | B[R |gracangs
E ATTIVITA CON GEOGEBRA Traccia con GeoGebra il grafico della funzione f(x) = 2x*.
a. Utilizza il comando Integrale(<Funzione>), per la funzione f. Ottieni la funzione g(x). Che cosa rappresenta?
b. Inserisci uno slider k, variabile da =10 a +10 e la funzione h(x) = g(x) + k. Fai variare il valore dello slider. Che
cosa osservi? [a. gln = ?R @ una particolare primitiva di f; b. Tutte le funzioni h(x) sono primitive di fe differiscono per una costantej

» Risolvere problemi con primitive e integrali indefiniti

99] Tra le primitive della funzione f(x)= Jx]x in ]0; +oc[ individua quella il cui grafico
passa per il punto P(0; 2).
SOLUZIONE
La famiglia di tutte le primitive della funzione data ¢ I'integrale indefinito:
3
3 =+l
I\}xe dx= IxT dx= ‘;‘
241
4 4
Imponendo la condizione F(0) = 2, otteni c=2ec la funzione cercata & y = 71#.(’ +2.

+c=%x#x’ +¢,conce R,

[ Tra le primitive della funzione f(x) = sin x individua quella il cui grafico passa per il punto P(%;—

[

cosx-1]

» Interpretare i simboli dell’integrale
[ Nella Tab. 1 degli integrali indefiniti immediati, compare 'integrale I lex =In|x|+c. Dimostra che y=In|x|
& proprio una primitivadi y = % su ogni intervallo che non contiene l'origine. Spiega il significato dell’'ugua-
glianza J]lTldl =Inx perx>0.
{3 Confronta il significato dei seguenti simboli e mettili in relazione.

a. [ 3dx [®(t)+ cm3t4c] b. J.:sdr [®(x) = ®(0) m3x] c J";de ®2)-®(0)m6)
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